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24 V�agfunktioner

Vi s�ag tidigare att partiklar har v�agstruktur med en v�agl�angd som best�ams av
de Broglie-v�agl�angden � = h=p. Antag att vi k�anner partikelns r�orelsem�angd
godtyckligt bra, d�a har vi enligt Heisenbergs relation ingen som helst kunskap
om var partikeln be�nner sig i rummet. I en dimension kan vi d�a de�niera
partikelns v�agfunktion som

 (x) = A sin(
2�x

�
) = A sin(kx) (1)

d�ar k �ar partikelns v�agtal och A en konstant.
V�agfunktionen kan anta negativa och komplexa v�arden, men det man m�ater

�ar j j2 som �ar sannolikhetsdensiteten hos v�agfunktionen. I en dimension f�ar
vi d�a:

P (x)dx = j j2dx

Om v�agfunktionen �ar normaliseradm�aste sannolikheten f�or att hitta par-
tikeln n�agonstans vara 1: Z 1

�1

j j2dx = 1 (2)

Sannolikheten f�or att hitta partikeln i ett givet intervall [a; b] �ar d�a:

Pab =

Z b

a

j j2dx

V�agfunktionen �ar aldrig direkt m�atbar, men om vi k�anner en partikels
v�agfunktion, kan vi ber�akna m�atbara storheter som r�orelsem�angd och energi.
F�or att tex. ber�akna en partikels v�antev�arde i position, medelv�ardet av x som
f�as genom m�anga m�atningar, anv�ands:

hxi =
Z 1
�1

xj j2dx

P�a samma s�att kan vi ta fram v�antev�ardet f�or en godtycklig funktion f(x).
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25 Schr�odingerekvationen

LiksomMaxwells ekvationer beskriver elektromagnetiska v�agor, beskriver Schr�odingerekvationen
de Broglie v�agor. Vi har den generella v�agekvationen i en dimension:

@2 

@x2
=

1

v2
@2 

@t2
(3)

Om vi antar att partikelns energi E �ar konstant, s�a g�aller att E = hf f�or
de Broglie frekvensen. D�a frekvensen �ar konstant s�a kan vi separera  (x; t) i en
tidsberoende och en positionsberoende del:

 (x; t) =  (x) cos(!t) (4)

i analogi med st�aende v�agor. Om vi nu s�atter in (4) i (3) f�as:

cos(!t)
@2 

@x2
= �(!

2

v2
) cos(!t) (5)

@2 

@x2
= �(!

2

v2
) (6)

Vi har att ! = 2�f = 2�v=� och att p = h=� f�or de Broglie v�agor, vilket
ger:

!2

v2
= (

2�v

�v
)2 =

4�2

h2
p2 =

p2

�h2
(7)

F�or den totala energin, summan av kinetisk och potentiell energi, har vi:

E = K + U =
mv2

2
+ U =

(mv)2

2m
+ U =

p2

2m
+ U

Vilket kan skrivas som:

p2 = 2m(E � U )

Vi s�atter in i (7) vilket ger:

!2

v2
=
p2

�h2
=

2m

�h2
(E � U )

detta i (6) ger:
@2 

@x2
= �2m

�h2
(E � U ) (8)

Detta �ar den endimensionella tidsoberoende Schr�odingerekvationen
som beskriver ett station�art tillst�and hos ett system. Vi har h�ar anv�ant v�agr�orelseargument
f�or att komma fram till denna, det �ar inte en h�arledning i ordets r�atta bem�arkelse.
Om vi k�anner till potentiella energin U (x) s�a �ar det i varje fall teoretiskt m�ojligt
att l�osa Schr�odingerekvationen. U (x) �ar ofta en diskontinuerlig funktion vilket
g�or att vi f�ar olika l�osningar f�or olika regioner.  (x) m�aste emellertid vara en
kontinuerlig funktion, vilket begr�ansar de till�atna l�osningarna. Dessutom m�aste
 (x) uppfylla normaliseringsvillkoret (2), vilket inneb�ar att limx!�1  (x) = 0.
Dessutom ska @ 

@x2 vara kontinuerlig d�ar U (x) �ar �andlig.
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26 Partikel i l�ada

Vi kan f�orest�alla oss en partikel som �ar inst�angd i en endimensionell l�adpotential
med bredden L och o�andligt h�oga v�aggar vid x � 0 och x � L. F�or 0 < x < L
kan vi s�atta U (x) = 0. F�or de regioner som �ar utanf�or l�adan m�aste vi ha  = 0.
Inuti l�adan g�aller:

@2 

@x2
= �2mE

�h2
 = �k2 (9)

k =

p
2mE

�h
(10)

Denna di�erentialekvation har l�osningen:

 (x) = A sin(kx) + B cos(kx)

Vi har dessutom randvillkoren  (0) = 0 och  (L) = 0. Det ger att B = 0
och kL = n�, d�ar n �ar ett heltal. (10) ger d�a:

kL =

p
2mE

�h
L = n�

De till�atna energierna f�as genom att l�osa ut E:

En =
(n��h)2

L22m
= (

h2

8mL2
)n2; n = 1; 2; 3; : : : (11)

De till�atna v�agfunktionerna blir d�a:

 n(x) = A sin(
n�x

L
) (12)

Enligt (2) ska vi ha:Z 1
�1

j j2dx

=

Z L

0

A2 sin2(
n�x

L
)dx

= A2[
L

2�n
(
n�

L
x� sin(

n�

L
x) cos(

n�

L
x))]L0

= A2 L

2�n
(n� � sin(n�)) = A2L

2
= 1

vilket ger

A =

r
2

L

Vi kan allts�a se fr�an (11) att energierna �ar kvantiserade, och att vi aldrig
kan n�a E = 0 �aven d�a potentialen har detta v�arde. Detta �ar den s�a kallade
nollpunktsenergin som n�amndes i termodynamikdelen, vi kan aldrig ha ener-
gin noll ens vid absoluta nollpunkten.
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27 Partikel i l�ada med �andligt h�oga v�aggar

Om vi nu ist�allet t�anker oss en partikel med energin E i en l�adpotential d�ar
v�aggarna har en �andlig h�ojd U > E utanf�or regionen �a=2 < x < a=2 s�a visar
det sig att vi har en viss sannolikhet att tr�a�a p�a partikeln �aven i de klassiskt
f�orbjudna omr�adena x < �a=2 och x > a=2. Vi kan dela in x-axeln i tre regioner
(se �g. 1) och l�osa Schr�odingerekvationen i var och en av dessa.

V

xa/2-a/2

U

I II III

Figure 1: L�adpotential med �andligt h�oga v�aggar

Region I H�ar kan vi skriva Schr�odingerekvationen som

@2 

@x2
=

2m(U � E)

�h2
 (13)

Vi hade att U > E, s�a konstanten p�a h�oger sida �ar positiv. Vi kan d�arf�or
uttrycka (13) som

@2 

@x2
= k2I (14)

med

kI =

s
2m(U � E)

�h2
(15)

Den generella l�osningen till denna ekvation �ar

 = AekIx +Be�kIx (16)

Men d�a x!�1 m�aste l�osningen vara begr�ansad, allts�a �ar B = 0, och

 I(x) = AekIx (17)
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Region II H�ar f�ar vi samma ekvation 9 som tidigare f�or o�andligt h�oga v�aggar,
men randvillkoren �ar annorlunda. Den generella l�osningen �ar:

 II(x) = F sin(kIIx) +G cos(kIIx) (18)

med

kII =

r
2mE

�h2
(19)

Region III H�ar f�ar vi samma l�osning som i I, men h�ar m�aste l�osningen vara
begr�ansad d�a x!1, allts�a �ar A = 0 och

 III(x) = Be�kIx (20)

Som tidigare n�amnts m�aste v�agfunktionen och dess derivata vara kontin-
uerliga vid diskontinuiteter hos potentialen (d�a den �ar �andlig). Vi har allts�a ett
antal villkor enligt:

 I(�a=2) =  II(�a=2) (21)

d I
dx

(�a=2) =
d II
dx

(�a=2) (22)

 II(a=2) =  III(a=2) (23)

d II
dx

(a=2) =
d III
dx

(a=2) (24)

Vi f�ar d�a:

Ae�kI
a

2 = F sin(kII
�a
2
) +G cos(kII

�a
2
) (25)

= �F sin(kII
a

2
) +G cos(kII

a

2
)

kIAe
�kI

a

2 = kII [F cos(kII
�a
2
) �G sin(kII

�a
2
)] (26)

= kII(F cos(kII
a

2
) + G sin(kII

a

2
))

Be�kI
a

2 = F sin(kII
a

2
) +G cos(kII

a

2
) (27)

�kIBe�kI a

2 = kII [F cos(kII
a

2
) + G sin(kII

a

2
)] (28)

Vi ser fr�an �g. 1 att vi har en fullst�andig symmetri kring x = 0. Detta g�or
att vi kan s�aga att j (x)j2 = j (�x)j2, och att  (x) = � (x). Vi har allts�a tv�a
grupper av l�osningar, symmetriska och antisymmetriska. F�or de symmetriska
g�aller att F = 0 d�a sinus �ar en antisymmetrisk funktion medan cosinus �ar en
symmetrisk. D�a vi s�atter F = 0 och dividerar (27) med (26) f�ar vi:

kI = kII tan(
kIIa

2
) (29)

F�or de antisymmetriska g�aller p�a motsvarande s�att genom division av (28)
med (27) med G = 0:

�kI = kII cot(
kIIa

2
) (30)
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Dessa ekvationer kan inte l�osas analytiskt, vi m�aste ta till numeriskametoder.
Vi kan skriva om (29) och (30) med hj�alp av:

� =
kIIa

2
(31)

P =

r
mUa2

2�h2
(32)

och (19)) och f�ar d�a

� tan� =
p
P 2 � �2 (33)

�� cot� =
p
P 2 � �2 (34)

(Detta kan enkelt veri�eras genom att s�atta in (31) och (32) i (34) och
anvnda (15) och (15).) Vi kan l�osa detta gra�skt, d�a

p
P 2 � �2 beskriver en

cirkel, se �g. 2.

2 4 6 8
a

1

2

3

4

5

6

7

8

α tan α −α cot α

(P2 - α2)1/2

Figure 2: L�osningar till (33) och (34) f�or P = 3 och P = 6.

Vi ser att eftersom P �ar en direkt funktion av U s�a kommer vi att f�a er
bundna tillst�and ju djupare potentialgropen �ar. Med en o�andlig potential hade
vi o�andligt antal tillst�and. De tre f�orsta bundna tillst�anden visas i �g. 41.18.

28 Tunnling

Vi s�ag i fallet med en l�adpotential med �andligt djup att vi hade en penetration
i de klassiskt f�orbjudna omr�adena. En intressant e�ekt kallad tunnling kan
uppn�as om vi har en potentialbarri�ar med en �andlig bredd vars h�ojd �overstiger
partikelns energi. Se �g. 41.19. En inkommande partikel med en sinusformad
v�agfunktion kommer att transmitteras med en given sannolikhet T och reek-
teras med sannolikheten R, dessa kan ber�aknas p�a liknande s�att som de till�atna
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tillst�anden i en �andligt h�og l�adpotential, med skarvning av v�agfunktionen vid
potentialstegen. Approximativt har vi, om T � 1,

T ' e�2KL

d�ar

K =

p
2m(U � E)

�h

Tunnling f�orekommer i ett ertal sammanhang, Serway tar upp tunneldioder,
Josephsontunnling (kan anv�andas som sp�anningsnormal) och �-s�onderfall. Scan-
ning tunneling microscope (STM) �ar en mycket anv�andbar till�ampning
av tunnele�ekten. H�ar l�ater man en spets som �ar upph�angd i piezoelektriska
kristaller be�nna sig mycket n�ara en yta av ett ledande material. Genom
det exponentiella avst�andsberoendet av tunnelstr�ommen �ar den mycket starkt
beroende av hur l�angt fr�an provet som spetsen be�nner sig. Genom att r�ora
spetsen �over provet och h�alla tunnelstr�ommen konstant kan man f�a en \bild"
av ytan och urskilja enskilda atomer. Binnig och Rohrer (tillsammans med
Ruska f�or elektronmikroskopet) �ck nobelpriset f�or STM 1986.

29 Harmoniska oscillatorn

F�or en vanlig linj�ar fj�aderkraft g�aller

F = �kx
d�ar x �ar avvikelsen fr�an ekvilibriumvid x = 0. F�or en klassisk fj�adervibration

med vinkelfrekvensen ! =
p
k=m g�aller d�a f�or den potentiella energin:

U =
1

2
kx2 =

1

2
m!2x2

och om sv�angningens maximala amplitud �ar A ger det oss (i v�andl�agena har
systemet bara potentiell och ingen kinetisk energi):

E = K + U =
1

2
kA2 =

1

2
m!2A2

Vi s�atter in detta i Schr�odingerekvationen:

@2 

@x2
= �[(2mE

�h2
)� (

m!

�h
)2x2] 

Denna ekvation har l�osningar som �ar av formen polynom multiplicerat med
en faktor e�Cx

2

, den f�orsta l�osningen �ar:

 = Be�(m!=2�h)x
2

Det visar sig att de till�atna l�osningarna �ar kvantiserade med ekvidistanta
energiniv�aer, enligt:

En = (n+
1

2
)�h!; n = 0; 1; 2; : : :

M�anga fysikaliska problem kan uttryckas med hj�alp av harmoniska oscilla-
torn, tex. molekylvibrationer.
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