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Projektilrorelse med flera tillimpningar
inom fotboll

Manga sportgrenar baseras pa nagon form av projektilrirelse. Projektilen som anvénds kan
antingen vara den egna ménniskokroppen (som i exempelvis ldngdhopp, tresteg, hojdhopp
eller stavhopp), eller nagot speciellt foremal vars utseende och vikt &r noga bestdmt av
sportens regler (som till exempel sldgga, diskus eller spjut). De flesta bollsporter kan ocksa
ses som naturliga tillimpningar av projektilrorelsen. Normalt paverkas foremalet, projek-
tilen, av bade gravitationen och olika friktionskrafter under sportens utévande. De senare
beror till stor del pa hastigheten relativt omgivningen, men dven pa foremalets form och
ytegenskaper.

Kastparabeln

Betrakta forst ett foremal som ror sig under inverkan av enbart gravitationen. Antag att
rorelsen sker i zy-planet, och att tyngdkraften verkar i negativa y-riktningen. Foremalets
position (z(t),y(t)) som funktion av tiden t bestdms da av ett linjirt system av andra
ordningens ordinéra differentialekvationer (ODE)

Pz
dy  _
mogs = —myg
dédr g dr tyngdaccelerationen och m foremalets massa. Ekvationerna (1) kan enkelt 16sas

analytiskt, givet att man kanner till féremalets begynnelseposition (xg,yy) samt begyn-
nelsehastighet (v, vy0). Losningen &r den vilkénda kastparabeln (se figur 1). Genom att

Figur 1: Kastparabeln

infora hastigheterna v, = (fl—f och v, = %, kan man &ven skriva om (1) som ett system av
forsta ordningens ekvationer
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vilket dr en ldmplig form for att behandla problemet numeriskt [1].
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Tabell 1: Data for nagra vanliga bollsporter fran De Mestre [2].

Projektil ~ m (kg) A (m?) vy (m/s) Re €

Baseball 0,15 0,004 40 1,9 x 10> 0,53

Golf 0,05 0,001 70 1,9x10° 123

Fotboll 0,42 0,038 30 4,4 x 10° 1,02

Tennis 0,06 0,003 40 1,6 x 10° 1,00

Bordtennis 0,002 0,001 25 0,7 x 10° 8,80
Luftmotstand

I de flesta sportgrenar maste dven effekterna av luftmotstand inkluderas for en realistisk
beskrivning av kastrorelsen. En vanlig modell &r att beloppet av friktionskraften Fp som

verkar pa ett foremal &r proportionellt mot kvadraten pa foremalets fart v = |9] relativt
den omgivande luften enligt

1
Fp = 50,0141)2, (3)

dér C' ar den sa kallade luftmotstandskoefficienten, p ar luftens densitet, och A &r féremalets
tvérsnittsarea. Luftmotstandskoefficienten &r ofta i storleksordningen 1, men det precisa
vérdet beror pa foremalets hastighet, form och ytegenskaper (for en jamn sfar dr exempelvis
C =~ 0,5 vid laga hastigheter) och maste normalt bestimmas genom experiment. Ofta
finner man att C' minskar betydligt vid hoga hastigheter, och att denna effekt dr mer
uttalad for projektiler med skrovlig yta. Anledningen &r att luftstrommen kring foremalet
overgar fran lamindr till turbulent nér v okar. Typiska viarden pa massa, tvarsnittsarea och
utgangshastighet for projektiler i nagra vanliga bollsporter finns i Tabell 1. Det sa kallade
Reynoldstalet Re karaktériserar luftstrommen kring foremalet; 6vergangen fran laminért
till turbulent flode sker vid Re ~ 10°, och intressant nog verkar manga bollsporter ligga
just inom intervallet Re = 1 x 10° — 2 x 10° [2]. Slutligen anges kvoten € = C;”TA;% som ett
enkelt matt pa hur stort luftmotstandet ar jamfort med gravitationens inverkan.

Betrakta nu ett féremal som ror sig i xy-planet under inverkan av bade tyngdacce-
leration och luftmotstand. Friktionskraften Fp fran luften antas bero pa foremalets fart
v = ,/v2 + v2 enligt ekvation (3). Denna kraft &r alltid motriktad hastigheten, sa att kom-
posanterna i z- och y-led ges av —Fyv, /v och —Fyv, /v, respektive. Ekvationssystemet (2)
maste ddrmed modifieras till

de v

dor “cpa

V.

i = Wit 4
oy _ (4)
a — Yy

duy

a - 9~ %\/ (vi + US)Uy

Dessa ekvationer dr inte ldangre linjéra, och kan normalt inte 16sas analytiskt.
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Roterande projektiler

Om en projektil roterar, kommer farten relativt den omgivande luften inte langre att vara
lika stor pa motstaende sidor av foremalet. Darmed kommer &ven friktionskrafterna pa
sidorna bli olika, vilket ger en resulterande kraft Fy som #r vinkelrsit mot bade rotations-
vektorn @ (en vektor vars storlek ges av vinkelfrekvensen w = 27 (varvtalet), och vars
riktning sammanfaller med rotationsaxeln) och foremalets hastighet ¢ enligt

Foy = S35 x @ (5)

dér koefficienten S beror pa medelvirdet av luftmotstandskoefficienten over foremalets
yta. For exempelvis en projektil med konstant rotationsvektor lings y-axeln och hastig-
heten riktad ldngs x-axeln kommer Fyy att peka i negativa z-riktningen. Rorelsen blir da
inte ldngre begransad till ett plan, och ekvationssystemetet (4) maste kompletteras med
ytterligare tva ekvationer. Approximativt beskrivs foremalets lage och hastighet av

dz
dt UxCA
dvy,; _ _Cp 2 2 2
dt 2m (Uar—i_Uy—i_Uz)U”3
dy

—_— —_— U
an, _ (6)
Cﬁ[ = g

z _

a Uz

vz __Sw,,

dt - m T

om det kan antas att hastighetskomposanterna v, och v, dr sma.

Uppgift 1 - Utspark i fotboll

a. Forenklad modell

Studera forst rorelsen hos en sparkad fotboll. I den enklaste approximationen férsummas
luftmotstandets inverkan pa bollbanan helt. Eftersom rorelseekvationerna da enkelt kan
losas analytiskt, ar detta ett lampligt testproblem for att bedéma noggrannheten i en
numerisk metod. Utga fran systemet av forsta ordningens linjéra differentialekvationer (2),
och integrera dessa med ode45 i Matlab. Antag att bollen startar i punkten z¢o = 1o = 0
med begynnelsehastigheten v riktad en vinkel 6§y = 36° upp fran marken. Ett typiskt virde
for vy fas ur bifogad tabell. Tyngdaccelerationen kan sittas till g = 9,81 m/s?. Starta vid
tiden ¢ = 0, och vélj en lamplig sluttid tg,. sa att bollen ater hinner na marken (dvs
y = 0). Plotta bollens bana i zy-planet, och jamfor med den analytiska losningen for att
kontrollera riktigheten hos de numeriska resultaten. En fotbollsplan &r som ldngst 120 m
lang (110 m i internationella matcher) och en bra utspark kan landa néra mittlinjen. Verkar
det erhallna avstandet till bollens nedslagsplats rimligt?
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b. Effekten av luftmotstand

Inkludera nu friktionen fran luften enligt modellen (3). Rorelseekvationerna (4) kan nu inte
langre 16sas analytiskt, men integreras enkelt numeriskt pa liknande siatt som i Uppgift 1.
Luftmotstandskoefficienten kan antas vara C' = 0, 2 oberoende av bollens hastighet. Véirden
pa en fotbolls massa och tvérsnittsarea fas ur bifogad tabell. Vid havsytans niva ar luftens
densitet p = 1,2 kg/m? vid normala tryck och temperaturer. Hur langt hinner nu bollen
innan den nar marken om i 6vrigt samma begynnelsevillkor som i Uppgift 1 anvands?

c. Effekten av vind

Undersok nu hur mycket vinden kan paverka langden pa en utspark. Eftersom friktionen
bestams av den relativa rorelsen mellan bollen och dem omgivande luften, d&ndras saval
luftmotstandskraftens belopp som riktning i ett markbundet koordinatsystem om luften
éver fotbollsplanen rér sig. Exempelvis blir Fpp proportionell mot |0 — Tying|?, dir Tying Ar
vindhastigheten. Antag att en konstant vind blaser ldngs z-axeln. Skriv ner de modifierade
rorelseekvationerna, och integrera sedan dessa numeriskt. Hur stora blir effekterna av en
mattlig med- eller motvind pa 5 m/s, om i 6vrigt samma begynnelsevillkor som i Uppgift
1 anvénds?

d. Skruvade bollar

En misslyckad utspark kan oavsiktligt ha slagits med skruv. Enligt (5) kommer bollen i
sa fall att paverkas av en extra kraft, vars storlek och riktning beror pa bollens hastighet
och rotation. Generalisera forst ekvationerna (6) till att gélla for godtycklig storlek och
riktning hos & och @' (men bortse fran eventuell vind). Antag sedan for enkelhets skull att
bollen roterar konstant 4 varv/s med rotationsaxeln i positiva y-riktningen, och bestam
bollens bana genom att integrera rorelseekvationerna numeriskt. Ett typiskt resultat fran
mitningar pa verkliga fotbollar #r S/m = 5 x 1073, Hur stor blir da bollens maximala
avlankning i sidled (z-riktningen), om i 6vrigt samma begynnelsevillkor som i Uppgift 1
anvands?

Uppgift 2 - Modellering av en frispark

Sommaren 1997 gjorde Roberto Carlos ett beromt frisparksmal for Brasilien i en turnering
i Frankrike. Frisparken slogs fran ett avstand av ungefir 30 m fran motstandarnas mal och
lite till hoger om mitten (se filmklipp pa websidan). Carlos slog bollen sa langt till hoger
att den forst gick runt forsvarsmuren med ungefir en meters marginal, for att sedan béja
av kraftigt till vanster, traffa insidan av stolpen och ga in i mal.

Modellera nu frisparkssituationen ovan. For en noggrann beskrivning av bollbanan
behover man ta héansyn till hastighetsberoendet hos luftmotstandskoefficienten. Fér en
jamn sfir av en fotbolls storlek som ror sig i luft vid rumstemperatur beskrivs C(v)
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nagorlunda vél av uttrycket

0,4

C) =0+ i = va)/A]

(7)

dar vy = 23 m/s ér grianshastigheten for 6vergang mellan turbulent och laminér stromning,
och A =2 m/s beskriver omslagsintervallets storlek. Los rorelseekvationerna for en fotboll
numeriskt, och tag hansyn till att luftmotstandskoefficienten varierar med bollens fart v.
Anvénd den givna modellen (7), eller hitta nagot mer realistiskt uttryck. Ett fotbollsmal
ar 7,32 m brett och 2,44 m hogt. Det kan antas att forsvarsmuren var placerad enligt
reglerna (dvs minst 9,15 m fran bollen innan frisparken slogs) och sa att det inte var
mojligt att skjuta bollen direkt i mal. Forsok visa hur Carlos slog sin frispark genom att
variera bollens utgangsfart /-riktning, varvtal och rotationsaxel (inom realistiska grianser)
tills bollens bana liknar den som beskrivits ovan. Diskutera resultaten!
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