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Sammanfattning

Den tidsoberoende schrédingerekvationen har 16sts for nagra 2D kvanthagar med hjélp av
finita elementmetoden.
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Kvanthagar

Inspirerad av inlimningsuppgift 2:5, bilderna pa den dir bifogade hemsidan [1] och i
laroboken [2] har jag valt sju olika omraden. Alla har samma area, se figur 1.
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Kvadrat,

Rektangel, sidor med forhallande 1 : 2,

Rektangel, sidor med forhallande 1 : v/2,

Liksidig triangel,

Cirkel,

Stadiumomrade, langsidan dubbelt sa lang som kurvans radie,

Halvcirkel.

Schrédingerekvationen

For partikeln som studeras (tex en elektron) giller att inhignaden &r rymningssiker, sa
att partikeln omdjligtvis kan befinna sig utanfér randen. Detta uttrycks
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Vidare betraktas partikeln kvantmekaniskt, sa att den styrs av schrédingerekvationen

n’_, dv
VU U =ih—. 2
5V + V(r)¥ = ih = (2)

Da endast stationéra tillstand studeras, kan (2) separeras, och egenvéirdesproblemet

hQ
—%qu +V(r)¥ = EV. (3)

erhalls. Om vi endast studerar principupptridandet fér de stationira tillstaden kan kon-
stanter sasom h och m kastas bort. Genom utnyttjande av villkoret pa potentialen utanfor
omradet fas problemet
—AV =¢¥, Q
{ =0, 00 @)

dér e dr ett matt pa tillstandets energi, och ) betecknar kvanthagen.

3 FEM

For att 16sa den tidsoberoende SE, anvinder jag finita elementmetoden. Ett C++-program
genererar noder, trianglar och matriser, medan MATLAB loser egenvirdesproblemen och
ordnar grafiken.

3.1 Rutnit

FEM later oss berdkna funktionsviirden i ett antal diskreta punkter (noder), som forst
maste viljas. Dessutom maste omradet delas upp i trianglar mellan punkterna, sa att ek-
vationssystem for berdkningen kan stéillas upp. For enkelhets skull har jag valt att dela upp
omradet i liksidiga trianglar med konstant sidlingd h. Dessa genereras fér hela omradet,
utom for de trianglar som skulle sticka ut utanfor randen. Runt randen placeras noder
med avstandet h. Randnoderna forbinds till sist med ladmpliga ytternoder i den inre tri-
anguleringen. Figur 1 visar trianguleringarna for de valda omradena. Naturligtvis kan h
varieras.

3.2 Ekvationssystem

Lat antalet noder i en triangulering vara m. Lat ;(r) vara bilinjira bastéltfunktioner,
med virdet 1 i noden 7 och virdet 0 i alla andra noder. Da kan vagfunktionen ¥ for ett
egentillstand approximeras med en bilinjir funktion u(r), med viirdet u; i noden i. Vi kan
skriva u = 31" w4, sa att (4) blir

=V uipi — € uip; = 0. (5)

i=1 =1
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Figur 1: De aktuella kvanthagarna, indelade i trianglar. Alla omraden har arean 1.

Da (5) for £k = 1,2...m multpliceras med [, @) erhalls ett ekvationssystem som uttrycker
var vilja att —V?2u skalla ligga si nira eu som mojligt:

/gpk —VZZUZ'(/)Z'—GZUZ'QOZ' =0, k=1,2...m (6)
Q i=1 i=1

Eftersom integralerna kan beridknas for basfunktionerna, kan det skrivas pa matrisform

Au = €Bu, (7)
Ay = —/Q<P1cV290i = —[erVeilan +/QV€0kV<Pz‘ = /QV‘PkV(/’i’ (8)
By = /QQOk(Pi- (9)

I (8) har villkoret © = 0 pa randen utnyttjats. (8) och (9) blir nollskillda endast da &k och
i indexerar grannoder, sa att (7) blir glest.

3.3 Egenvirdesberikning

Det generaliserade egenviirdesproblemet (7) kan tex losas med MATLABs kommado eigs,
som kan ge ett fatal egenvirden med egenvektorer runt ett onskat egenvérde.
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3.3.1 Verifiering i rektangulirt omrade

De stationéra tillstanden med tillhérande energier kan beridknas exakt bla for rektanguléra
omraden av formen 0 < z < a,0 < y < b, sa att vi har lsningen till (4):

T = Nsin(=oo)sin(*2), (10)
a
n?  m?
€nm = WQ(;"'Z)—Q), (11)

med N en normeringskonstant.

I figur 2 ses €y, tillsammans med approximationer berdknade med olika fina nét. I
figuren observeras dels egenvirdens degeneration (som diskuteras i avsnitt 4.1), samt att
approximationerna férsimras allteftersom egenvérdena blir stérre. Det senare beror pa att
hoga egenvérden svarar mot manga oscillationer hos egenfunktionerna, och var linjéra mod-
ell far till slut svart att hinga med. Problemet (4) har odndligt manga egenviirden, medan
vara matriser bara kan representera ett antal motsvarande dess storlek. Anledningen till
att approximationerna blir storre #n de riktiga virdena &r att var, vid hoga frekvenser,
grovt tillyxade linjdra modell i genomsnitt 6verdriver andraderivatan (i de skarpa kanter-
na), som ju ir mattet pa systemets kinetiska energi. Eftersom vi har valt potentialen noll,
ar det dessutom systemets totala energi.
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Figur 2: De forsta egenvirdena for en kvadratisk, oéndligt djup potentiallida med arean
1, beriknade med eigs. 1/n anger kantlingden i trianguleringen.

4 Egenvarden

Figur 3 visar utvecklingen av de férsta 100 egenvirdena for de valda kvantinhdgnaderna.
Det mest slaende dr att figurerna &r ndstan likadana. Detta &dr nog inte sa konstigt egentli-
gen, eftersom alla inhdgnader har samma area och férutom ungefiar en faktor 2 har samma
ho6jd-bredd forhallande och didrmed ser ungefir lika ut.
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Cirkel Stadium Halvcirkel

Figur 3: De forsta 100 egenvirdena for kvantinhdgnaderna. De tre fyrkantomradena och
cirkeln har degenererade energinivaer, medan de Ovriga tre ej visar nagra sadana ten-
denser (syns inte riktigt i figurerna, men avslojas da virdena granskas). Trianguleringarnas
kantlingd har varit ~ 1/50.

4.1 Degeneration

Degenerationen av energiegenvirdena for rektangulira omraden fas av (11), ndmligen sa att
da vi for olika n och m kan fi samma resultat av n? + mQ‘Z—i, har vi hittat en degenererad
energiniva. Detta dr mojligt bade for kvadraten (a = b = 1) och den forsta rektangeln
(a = 2b). Min tanke var ett rektangeln med a = v/2b skulle vara degenerationsfri, men det
visar sig att tex 32 + \3[—222 = 1889 — 20 — 242 — 92 4 5—222, s& att dven denna form har
degenererade egenvirden. En fyrkant med a = b borde ddremot vara degenerationsfri.
Vart problem (4) kan for det cirkuldra omradet separeras, vilket ger besselfunktion-
er i r-led som losningar (J,,(kr) med k kvantiserat av J,,(kR) = 0, da R &r omradets
radie), modulerade med cosmf resp sinmf, m = 0,1,2... . Egenvirdet blir samma for
en egenfunktion om den varierats med sin eller cos, varfér dessa egenvirden blir tvafaldigt
degenererade, utom f6r m = 0 da sin-16sningen forsvinner. Fér halvcirkeln ger randvillkoret
U =016 =0 och § =x att endast sin-varianten kan anvindas som l6sning, och da for

m=1,2,3.... Detta gor att halvcirkeln inte far nagra degenererade egenvérden.
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Figur 4: Egenfunktioners nollskdrningar for egenvéirdena nirmast 350. Trianguleringens
kantlingd har varit = 1/35.

5 Egenfunktioner

Figurerna 4-6 visar nagra valda egenvéirdes motsvarande egenfunktioner. Nodlinjerna ar
helt enkelt ritade dédr den bilinjidra approximationen till egenfunktionen &r noll, dvs for
alla trianglar dar nagon nod dr under noll och nagon 6ver noll har en linje ritats. Detta
gor att hogst en linje kan ga genom varje triangel, sa att korsningar mellan nodlinjer i
egenfunktionerna maste uttolkas ur bilderna. Nodlinjer som passerar nira varandra bor
tolkas som korsningar.

Generellt syns' att en karakterisk lingd, samma fér alla omraden, finns fér varje
ungefirligt egenvirde.

5.1 Kvadradiskt omrade

Nodlinjerna for detta omrade dr felaktiga, sérskilt for egenviirdet runt 350 (figur 4). De
skall skira varandra precis som de rektangulira omradena. Fran figur 2 vet vi ju dock

! Observera att figurerna inte &r helt skalenliga.



Figur 5: Egenfunktioner fér egenvirdena nidrmast 350. Trianguleringens kantlingd har varit
~ 1/20 (urspr. ~ 1/35 (minska .ps-storlek)) .

att egenvirdena tycks vara korrekt berdknade. Det skulle kunna var trianguleringen som
spokar.

5.2 Rektangulirt omrade

Ser ut som véntat.

5.3 Triangelomrade

Med ’ledning’ av nodlinjernas upptridande hos det kvadradiska omradet &r det vanskligt
att uttala sig om nodlinjerna for fallet € ~ 350. Diaremot bor vi i fallet € &~ 1500 utstréicka
de deformerade trianglarna sa att vi har delat upp den ursprungliga triangeln i successivt
mindre, likadana trianglar. Att tre trianglar redan ar skarpa beror naturligtvis pa att
trianguleringen ér baserad pa liksidiga tringlar.
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Figur 6: Egenfunktioners nollskdrningar fér egenvirdena niarmast 1500. Trianguleringens
kantlingd har varit = 1/50.

5.4 (Halv-)cirkelomrade

Erbjuder inga 6verraskningar.

5.5 Stadiumomradet

Har ett rorigt nodmonster, som bottnar i den 16mska geometrin. Eftersom vi skall kunna
skriva ett godtyckligt tillstand som en summa av egentillstand far det inte finnas nagon
speciell punkt (eller speciella punkter) som alltid &r noll (eller samtidigt &r noll). Tillsam-
mans med kravet —AW = e¥ §ver hela omradet, som kriaver kontinuitet, finns det tydligen
ingen annan utvig dn det tillsynes planlésa nodschemat.
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