Energi och energioverforing - Arbete:

Energibegreppet ar av central betydelse i manga sammanhang. Varje
fysikalisk process innehaller energiutbyte och energiomvandling.

I mekaniken innebér inférandet av energi bland annat att vi far ett verktyg
som kan férenkla berdkningarna. I virmeldran spelar energibegreppet en
viktig roll och darfér behdver vi lara oss en del om arbete.

System:

»

Vi har redan studerat problem i mekaniken dér vi har definierat ett ”"system”.
Ett sadant kan vara en enda partikel, en samling partiklar, en del av
rummet.

Foér att rakna ut energin hos ett system &r det viktigt att halla reda pa de
krafter som verkar pa det. Det dr endast externa krafter som spelar roll,
interna krafter gér det inte.

Arbete:

Det infinitesimala arbetet dW som kraften F utrdttar nar dess
angreppspunkt flyttas stréckan dr ges av:

dW=F -dr=F dr cos® =F drcos8 (enhet: Nm eller J)

Arbetet dW ges alltsa av skaldrprodukten av kraften och {orflyttningen.
I specialfallet d& kraft och f6érflyttning &ar parallella far vi:

dwW =F dr

For att rdkna ut hur mycket arbete W som kraften F utrattar vid en
{6rilyttning f%rén stagtpunkten i till slutpunkten f giller:

W=£dW=JF dr

Om kraften &r konstant {(d v s har saval konstant belopp som konstant
riktning) far vi:

W =F Ar cos 0
Ett exempel pa en kraft som har denna egenskap &r tyngdkraften. Sjalvklart

ar detta en approximation, men vi sma forflyttningar en mycket god sadan.
Nu ska vi studera ett viktigt fall ndr kraften inte ar konstant till sitt belopp.



Arbete som utriittas av en fiider:

Vart modellsystem utgdrs av ett block som ligger pa ett horisontellt och
friktionsfritt underlag. Blocket &r forbundet med en fjader. Denna fjader ar
en s k Hook-fjdder, vilket innebér att fjiderkraftens belopp &r proportionellt
mot fjaderns avvikelse fran sitt ostérda jamviktslage. Denna avvikelse kan
vara att den Ar utténjd eller ihoptryckt. Proportionalitetskonstanten kallas
fidaderkonstanten och brukar betecknas med k. Enheten &r N/m.

Fjaderkonstanten ges av sambandet:

Fs='kx

i s & f

P x
x dr laget f6r den ande av fjadern som &ar f6rbunden med blocket.
Fjaderkraften stravar efter att aterfora fijadern fran det stérda laget till
jamviktslaget.

Vi tdnker oss att en yttre kraft tdnjer ut fjadern mycket langsamt fran dess
ostorda lage till ett 14ge Xmax och att denna externa kraft avldgsnas. Da
kommer fjider + block att svinga fram och tillbaka mellan ldgena Xmax och -
Xmax 1 all evighet om friktion och luftmotstand {6rsummas.
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Det finns nu bara en enda kraft som verkar i horisontell led pa blocket;
fjaderkraften.
Nu kan vi rdkna ut hur mycket arbete som fjaderkraften utrattar nar
koordinaten {or fjéidems ande éndr"‘e}s fran x; till x;, ‘e
xg
Ws st dx jkxdx%kx( clx'i‘jkxdx—l/gkxi—%zkxf2

N
Nar f]aderanden ﬂyttas 'fran det ostbrda laget (X = O) till laget Xmax blir det
arbete som fjaderkraften utfér lika med — % kK xmax?, d v s negativt. Skélet till
att arbetet r negativt ar att kraften och forflyttningen &r motriktade.

Nar fijaderdnden flyttas fran -Xmax till Xmax utréttas arbetet noll. Under
forflyttningen fran -Xmax till O 4r fjiderkraft och forflyttning riktade at samma
hall, men under forflyttningen fran O till Xmax &r de motriktade.



Den kraft som applicerades nér fijidern tdnjdes ut langsamt, innan den
lamnades at sig sjélv, kan skrivas:

Fapp = kX

Det innebdr att arbetet som den applicerade kraften utrattade nar
fjaderdnden foérflyttades fran O till xmax var

A
Wapp = + % k Xmax
Om vi jamiér arbetet som denna applicerade kraft utréttar kommer vi alltid

att finna att det 4r lika stor fast med omvént tecken som det arbete som
fiaderkraften utrattar.



Rérelseenergi och dess samband med arbete.

I vart exempel med fjAdersvingningen paverkades blocket bara av en enda
horisontell kraft, fjaderkraften, nér den applicerade kraften avladgsnats. I det
allménna fallet kan man tédnka sig manga krafter som verkar pa en kropp.
Det finns dock alitid en resulterande kraft som alltsa &r en nettokraft Det
arbete som der;_na nettokraft utréttar ges av

Wnet= [Z F 'dr
i

F6r endimensionell rorelse kan detta skrivas:
Xg

Wnet = .[ E F dX
LN
For att kunna berdkna denna integral maste vi kdinna den resulterande
kraften. Nu koncentrerar vi oss pa vad denna nettokraft har fér verkan pa
kroppen, vars massa ar m. Nettokraften leder till att kroppen far en

acceleration a och vi kan utveckla detta enligt:
Xr Xg Xe N £

xy

ay du  Ax -(

= . = =. — = — . =

Whet '{Z F dx l(madx fm YO I "m I3 I 4 % s AV
., X, X X v3

Vi far alltsa

Whet= Yamve - % m vi2

Storheten %2 m v2 kallas rorelseenergi eller kinetisk energi och betecknas i
laroboken med K. En annan vanlig beteckning &r Eyin. Utan kdnnedom om
nettokraften kan vi naturligtvis inte rdkna ut hur stor &ndring av den
kinetiska energin AK som den astadkommer. Vi ska snart introducera
begreppet potentiell energi eller ligesenergi som ett kompletterande verktyg.

I tre dimensioner ser harledningen ut enligt {6ljande:
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Problem som innehaller friktion:

Nar vi har rdknat ut arbete har vi utgétt ifran att nettokraften bestar av en
viss typ av krafter som kallas konservativa. Tyngdkrait, normalkraft,
spannkraft 4r exempel pa sadana krafter. Om de enda krafterna som ar
narvarande ar konservativa kan vi berdkna nettokraften och anvdnda den
f61 att rakna ut hur mycket farten dndras, vilket innebér att den kinetiska
energin andras.

Nar det finns icke konservativa krafter i problemet maste vi passa oss. Ett
exempel pa en icke-konservativa kraft &r friktionskraften.

Nar en kropp glider pa ett bord och det finns friktion mellan kroppen och
bordet dkar savil kroppens som bordets temperatur. Detta innebdr att den

sa kallade inre energin Eint hos kropp + bord 6kar med AEint
Sammanfattningsvis slutar detta med féljande samband:

Y Wother forces - 1k dr = AK
»other forces” star {or alla konservativa krafter som verkar pa kroppen.
Las mer i boken pa sidorna 173-177.
Effekt:
Den energi som dverfors till ett system per tidsenhet kallas effekt och brukar
betecknas P (i boken anvidnder man beteckningen P). Enhet ar J/s eller
Watt (W). Som kuriosa kan ndmnas att en hastkraft ar 746 W.
Man kan tala om
medeleffekt = W/At

eller

momentaneffekt = dW/dt



Potentiell energi.

Nar vi definierade begreppet kinetisk energi anvénde vi oss av sambandet
Wnet=gZF dx = madX=AK

Nu ska vi beréik_nagz F dx fér nigra olika typer av krafter. Vi bdrjar med
tyngdkraften.

Potentiell energi i gravitationsfaltet:

Lat oss flytta en kropp med massan m fran utgangsléget ya till slutlaget yo.
Detta sker med en vttre kraft F som &r obetydligt stérre till sitt belopp an
tyngkraften m g I figuren befinner sig slutlaget langre ifrdn nollnivan (som
kan vara marken) 4n begynnelsenivan. Notera dock att inget i vara rdkningar

utnyttjar att sa ar fallet v N
o +
A;T L F
Yo +— -

w3 1

Det arbete W som den ytire kraften {som &r riktad uppat) F=-m g = mg1
utrattar vid forflyttningen ges av uttrycket

W =£F dy =E( -mg) dy =§- mg(-§) dy @) =fmg dy = mg y»~ mg ya
Vi definierar nu den potentiella energin Uy i gravitationsféltet enligt
Ug = mgy

I enlighet med detta finner vi att arbetet W som den yttre kraften utréttar
vid férflyttningen kan skrivas

W=AUg

I det fall da f6rflyttningen mellan tva punkter Ar = (Xp— xa)/i\ - {Yo— Va) ?
far vi:

P

W=j(—mg) Ar=j(- m(-g]) (o-xai - (o-ya)7) = mg ys—mg v

Vi ser att endast forflyttningens komponent i vertikal led paverkar arbetet.



Vi har tidigare rdknat ut att det arbete som fjaderkraften utrattar nér &nden
pa fjadern flyttas fran laget x; till xrar ¥2 k x:2 - %2 k x2 Det innebér att det ar
lampligt att definiera den potentiella energin {6r fjaderkraften som

Us=1/2kX2

Nu ska vi knyta ihop det som vi kom fram till nér vi introducerade begreppet
kinetisk energi med begreppet potentiell energi.

Lagg mirke till att vi nu studerar det fall nir objektet endast utsitts for
gravitationskraften m g = - mgj . Den yttre kraften &r avldgsnad och vi
bortser fran friktion och luftmotstand.

A
Yy o+ -
la?jm'j’
¥y F- -0

I figuren har vi ritat fallet nér objektet faller mot marken, men diskussionen
haller dven for det fall nar det avligsnar sig fran marknivan. Det senare kan
adstadkommas genom att nigon kastar féremalet rakt uppat och att det
darefter endast paverkas av gravitationskraften. Under en fas av rérelsen
avlagsnar sig kroppen fran markytan trots att den endast paverkas av den
nedatriktade tyngdkraften.

Vi berdknar det arbete som gravitationskraften utrattar under forilyttningen
fran vi till yr.

We=(mg) Ar = (-mgJ) (yi-y)J = mgyi- mgyr=Ui-Us
Tidigare har vi sett att arbete innebér att kinetiska energin &ndras enligt:
W= Ki-Ki
Arbetet i det hér fallet &r Wg och vi far da:
Ui-Ui=Ki—-Ki dvs -AU=AK
eller

Ui + Ki = Ug + K¢
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Vi kan genomfdra dessa berdkningar for olika typer av krafter, men sa lange
som de krafter som verkar &r konservativa géller att summan av potentiell
och kinetisk energi &r konstant.

Summan av potentiell och kinetisk energi kallas mekanisk energi. Om ett
system endast paverkas av konservativa krafter bevaras dess mekaniska
energi.

Vi problemlésning finns det en risk fér att man “instinktivt” utgar ifran att
den mekaniska energin bevaras. Var {orsiktig med detta!

I de fall da ett system utsétts for saval konservativa som icke konservativa
krafter galler:

K+ U + AEin: = konstant

Samband mellan konservativa krafter och potentiell energi.

Vi har sett att sambandet mellan det arbete som gravitationskraften utrattar
och férandringen av den potentiella energin ges av

We=-AU
Vi skulle kunna skkriva detta som

dW=-F -dr
I ett dimensionellt problem ger detta

dW =-dU =Fdx vilketinnebar F=-dU/dx

Insdttning av den potentionella energin i gravitationsfaltet och fér en fjader
ger

A A
Fy=-d/dy(mgy)=-mg , Fg=Fgj =-mg]
A
Py=-d/dx (1/2kx?)=-kx , Fe=Fsi=-kxi
1 tre dimensioner far vi
P P A A DU AN 3N
C = -y = =3 = = k=



[25]A 5 00-kg block is set into motion up an inclined plane

R with an initial speed of 8 00 m/s (Fig. P725) The block v, = 800 m/s e /’\ - ®)
1,238 P ; 5 ) 300
i comes to rest after traveling 3 00 m along the plane. which - /
1s inclined at an angle of 30 0° w0 the hovizontal For this

motion determine {a} the change in the block s kineti
encrgy. (b) the change in the potental energy of the
block—Farth system and {c) the fiiction force exerted on
the block (assumed to be constant). (d) Whac is the coctfi-
dent of kinetic triction?
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- : @A 20 0-kg block is connecred to a 80 O-kg block by a sning
’/7%’ 51 " thar passes over a light frictonless pulley The 30 0-kg block
; >3 ' i5 connecied to a spring that has negligible mass and a 10
torce constant of 250 N/m as shown in Figure P7 53 The
spring is unsuerched when the sysier is as shown m the fig-
ure. and the incline is frictionless The 20.0-kg block is
pulled 20 0 cm down the indline (so that the 30 O-kg hlock
is 400 <m above the floor} and released from vest Fined the
speect of each block when the 30 0-kg block is 200 ¢m
above the floor (that is when the spring is unstretched)
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61 A pendulum, comprising a light string of length 7 and ;
- small sphere. swings in a vertical plane The swing hits ;
4 el peg located a distance ¢ below the point of suspension
(Fig P761) (a) Show that if the sphere is released from 3

height below that of the peg, it will return to this height

after the string strikes the peg (b) Show that if the pendu-
lum is released from the horizontal position (8 = 90°) and
Is to swing in a complete circle centered on the peg, the
minimum value of d must be 37,5
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:‘, (T {'mt rise anci then moves fieely with negligible friction
The roller coaster shown in Figure P762 has a circular
e ¢ loop of radius Rin a vertical plane (a) First suppose the 12
Lo vAAVY (L :
e car barely makes it around the loop; at the top of the loop

Ll
the riders are upside down and feel weightless. Find the re.
quired height of the 1elease point above the hottem of the
Y loop, in terms of R (b) Now assume thar the release point
A R p p
a) \\‘ i at or above the minimum required height Show that the
TN K normal force on the car at the bottom of the loop exceeds
oo £ P
'\\ [N i P the normal force at the top of the loop by six times the
k { < b
; ) PG TN S e R S
% . RY weight of the car The normal force on each ndt: fnliows
C;‘ the same rule. Such a large normal force is dangerous and
o very uncomfortable for the riders Roller coasters are
\16 . ) therefore not built with circular loops in vertical planes
B "= 1 A Figure P5 24 and the photograph on page 134 show two
= ~ actual designs
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Rorelsemingd:

Nir vi studerade begreppet mekanisk energi fann vi att det var en storhet
som alltid bevarades for ett system om de krafter verkar pa det ar
konservativa. Nu kommer vi till en annan storhet som har den mycket
anvindbara egenskapen att den ar konstant for ett system om vissa, inte
alltfér ovanliga, villkor ar uppfyllda; rorelseméngden.

Du har sakert hort talas om begreppet r6relseméngd och vet att det
definieras som produkten av massa och hastighet. Kanske har du undrat
gver vad rorelseméngd "egentligen &r {6r nagot” Ett av skilen till att vi
pratar om storheten rérelseméngd ar att den har sa trevliga egenskaper. En
sddan ar att den &r konstant i tiden for ett isolerat system, d v s ett system
som inte paverkas av nagra yttre krafter. Eftersom rorelsemangden ar en
vektorstorhet sa ar det inte nog med det. Om ett system av partiklar
paverkas av krafter i x- och y-led men inte av nagra krafter i z-led, sa &r z-
komponenten av rorelseméngden konstant. x- och y-komponenterna av
rorelseméngden dndras dock. ™M —

e s

Beteckningar: p = rorelseméngden f6r en enda partikel.

P = den sammanlagda rérelseméngden hos ett helt

system av partiklar J My 3
4 k&
. _ \@ I~
. e 4 L) o
Definition: p=mv P/ ™y
B
- — _ g .
Px = 111 Vx Py = 1M Vy Pz=1mM Vg \43

P=2p =Zm:p

Newtons andra lag kan skrivas

F=dp/dt
vilket ger

dp =F dt e
eller

Ap =fdp = Pt - Pi =jF dt =impulsen
Impuls ar alltsa dndring av rérelseméngd. ”L:

En partikel som inte paverkas av nagra yttre krafter brukar betecknas som
en fri partikel. Fran det ovanstdende ser vi att en partikels rérelsemangd inte
kan dndras om den inte utsatt for nagra yttre krafter,

Troghetslagen: en fri partikel rér sig med konstant rérelseméngd.
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Flera partiklaz:

Nér vi har att géra med flera partiklar sa kan de krafter som &ir inblandade
delas upp i tva kategorier; interna och externa krafter. Eftersom det
praktiskt taget alltid finns interna krafter i ett system av partikiar
(exempelvis elektriska krafter eller gravitationskrafter mellan partiklarna) sa
ar ju inte varje individuell partikel fri &ven om det inte finns nagra externa
krafter som verkar pa nagon av dem. I nagon mening kan man dock séga att
hela systemet ar fritt om det inte utsatts for nagra externa krafter.

Fér att komma vidare till stora system av partiklar studerar vi nu f6rst tva
partiklar som &r isolerade fran omvéariden. =

, e
Alltsa inga externa krafter. Bara interna. e

Hela systemets rérelseméangd:

P=2pi = p1t p2

Detta innebér att: _
dP/dt = dp:/dt+ dpe/dt=Fi1+Fa = e

=Fia+Fz =Fi2+ (-Fi2) =0

De inre krafterna paverkar alltsa inte systemets totala rérelsemangd. Om tva
lerklumpar krockar ute i virldsrymden (langt ifrdn nagra andra kroppar) sa
kommer en férindring av den enes rérelseméngd att leda till att den andre
andras lika mycket fast at motsatt hall. Kom ihag att rérelseméngden ir en
vektorstorhet!

Med externa krafter nirvarande sa ges andringen av de tva partiklarnas
sammanlagda rérelseméngd av summan av de krafter som verkar pa var och
en av partiklarna. Mer om detta nér vi kommer till det generella fallet.
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Kollisioner.

Vi ska nu studera nagra enkla kollisionsproblem dar tva kroppar stéter emot
varandra; tva endimensionella och ett tvadimensionellt. Vi antar att vi kan
férsumma inverkan fran externa krafter.

a. Helt oelastisk kollision: kropparna fastnar i varandra och far en
gemensam sluthastighet vr. Rérelseméngden
bevaras men inte den mekaniska energin!

™y "\?\“ Ug,i g,
% e e Qe
~
&
mi vii + Mo Voi = (m + g vy
Vilket ger
Vi = (M1 Vi + mz Vi /{m: + my
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b. Helt elastisk kollision:
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savél rérelsemingd som mekanisk energl
bevaras.
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Detta innebdr att den relativa hastigheten efter kollisionen &r lika stor som

16

S v = aet Vel 3| (V) = 7 (Yae Vo)

fore kollisionenl, men den ar riktad at rakt motsatt hall.

Om vi nu kombinerar ekvationerna 1 och 3 far vi:
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Tank pa att tecknen maste inkluderas v > O innebér exempelvis att partikeln

fardas i positiv x-led och med samma teckenkonvention sa innebéar v < 0 en

rorelse i negativ x-led.

Om den ena partikeln befinner sig i vila fore kollisionen far vi: ( Ny =0 \)
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c. Tvadimensionell elastisk kollision:

Antag att vi har tva puckar som ligger pa ett helt glatt underlag och att den
enda rérelseenergiform som férekommer ar translationsenergi For att
astadkomma detta sa skulle puckarna egentligen ha behdvs vara
matematiska punkter utan utstrickning Vi vill alltsé studera problemet
utan att ta hansyn till att puckarna snurrar runt sin egen symmetriaxel.

Vi placerar ett koordinatsystem enligt figuren. z-axeln pekar rakt upp fran
den glatta ytan

Den ena pucken ligger helt stilla och traffas av den andra.

Rérelseméngden bevaras i savél x- som y-led (sjélvklart aven z-led). Detta
innebar:
X-led ° ml\’q"':m‘\l‘_c'cesé «—m&\i&%‘.CO\gﬁs "7

N-led ° O = My . sthne — Mg Ny ...SQVx?j
Om kollisionen dessutom &r elastisk har vi:

£ 4
R — — T wf s —
4 EEEY 7 § b T \}

Om vi kdnner vi; samt massorna m; och mo s& har vi fyra obekanta {vir och
vor samt vinklarna 6 och ¢) men bara tre ekvationer. Fér att lésa
ekvationssystemet maste vi kdnna en av de obekanta Vanligen &r detta 0
eller ¢).
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Begreppet TYNGDPUNKT,

Vi ska nu definiera begreppet tyngdpunkt. For hégsymmetriska kroppar
(sdsom klot kuber och liknade) ar tyngdpunktens lage en trivialitet att
bestimma. Men i alimanhet ar det inte lika enkelt.

Antag att vi har en svirm av partiklar med olika massor som ror sig med m,
Y

olika hastigheter.
Deras sammanlagda rorelsemingd ges av: M

P=% mjvi=d{Z mir)/dt

4

Vi definierar nu tyngdpunktens lage R enligt:
M= 2 wm] R=(¥ miri)/M
1 1

Nu kan vi skriva
P =d(M R}/dt

Systemets totala rorelseméangd ar lika med dess totala massa multiplicerad

med tyngdpunktens hastighet.
Med detta i bakfickan kan vi nu rakna ut tyngdpunktens acceleration.
Detta fas genom att vi deriverar detta uttryck.

dP/dt = d2(M R)/dt2

Det som ger tidsderivatan av den totala rdrelseméngden &r summan av alla
krafter som verkar pa systemet. Systemets totala rorelsemangd ar lika med
dess totala massa multiplicerad med tyngdpunktens hastighet. G4 tillbaka
till avsnittet dar vi behandlade tva partiklar och generalisera detta till manga
partiklar och nédrvaro av externa krafter. '

dP/dt =% (dpi /dt) =% F;
men '
EFI':Z. Fl-ext-f.z'_‘, Fiint-_-z Fext + (O
) ! 1

Vi har ju sett att summan av alla interna krafter &z lika med noll.

Nu har vi alltsa:
d2(M R)/dt2 = dP/dt = & Fext

Tyngdpunktens acceleration ges av summan av alla externa krafter som
verkar pa systemet. Detta har vi ju anvdnt manga ganger fért, nar vi t ex har
latsats som om hela tyngdkraften som verkar pa en kropp angriper i
tyngdpunkten. Den totala tyngdkraften ar ju egentligen summan av
tyngdkraften pa samtliga atomer som kroppen bestdr av. Interna krafter (de
som haller ihop kroppen) har vi aldrig blandat in i vara rakningar och nu har
vi rett ut varfér det &r OK att gbra pa det viset.
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Raketekvationen.

Lagen om bevarande av rérelseméngden for ett isolerat system kan bland
annat anvandas for att berékna hastigheten fér en raket som befinner sig
ute i varldsrymden.

Hastigheten féréndras genom att brénsleelement slungas ut fran raketen.

N N Ng N aAv

Heam o — @ i— vl S~

A

Vi antar att raketmotorn emitterar bransleelement med massan dm och att
dessa slungas ut med hastigheten ve relativt raketen. Om raketen vid ett
visst 6gonblick har massan M + dm och hastigheten v innan ett visst
bransleelement slungas ut samt massan M och hastigheten v + dv efterat
kan vi stalla upp ekvationen for rérelsemangd fore och efter utslungningen:

M + dm) v = M(v + dv) + dm(v — V)
Detta ger
M dv = dm ve

men dm &r lika med minskningen av raketens massa d vs dm = -dM och vi
far da
M dv = -dM ve

Om raketen har en viss urspungshastigheten vi nar den har massan Mi kan

vi nu rakna har stor dess hastighet v¢ 4r ndr den har massan Mg
My

V_F M' 2
an t
- - - v = V' = Ve bml—
g

M,

Ligg marke till att sambandet inte &r linjart. Det beror pa att det sisia
bransleelementet som slungas ut dstadkommer en storre fartékning an alla
de tidigare masselementen eftersom raketen da har minst massa.

Vi kan ockséa rdkna ut raketens acceleration om vi vet hur snabbt dess
massa féréndras, d v s hur mycket brénsle som slungas ut per sekund.

Ha‘r‘HE :\Ve i%\
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Ur Gran & Jansson

En rotationssymmetrisk kropp med massan 120 kg vilar pa en stillastdende vagn vars
massa ir 150 kg. Kroppens tyngdpunkt befinner sig pa avstandet 4,0 m fran vagnens
bakkant. Pl5tsligt (vid tiden t = 0) bérjar en framatverkande kraft F(t) = c t vetka pa vagnen
(c &r en konstant med vardet 800 N/s). Vagnen, som kan rulla utan friktion, borjar réra sig

framat, medan kroppen rullar bakat pa vagnens flak Efter 2{6 s nar den vagnens bakkant.
Hur langt har da vagnen 101t sig?
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