GALOISGRUPPER

OSCAR MARMON

Lat K C L vara en kroppsutvidgning. Aut(L) = gruppen av auto-
morfier pd L, dvs isomorfier L — L. Vi definierar Galoisgruppen for
utvidgningen:

Gal(L/K) = {0 € Aut(L);0(a) =aVa € K},
en delgrupp av Aut(L).
Exempel. R C C. Lat G = Gal(C/R). C = R + Ri, sa 0 € G bestams
entydigt av o (7). Vi har
—1=0(-1) = o(i*) = 0(i)*
= o(i) = £(4).

Alltsad ar G = {0’1,0’2}, dar o111 och 09 i 1 — —1.
ALGEBRAISKA UTVIDGNINGAR

I en kroppsutvidgning K C L kallas ett element o € L algebraiskt
over K om det finns f(X) € K[X]s.a. f(a) = 0. Kroppsutvidgning-
en kallas algebraisk om alla o € L &r algebraiska 6ver K. Vi dr bara
intresserade av Galoisrupper for algebraiska utvidgningar KX C L.
Minimalpolynomet for o € L 6ver K, ming («) = det unika irreducibla
moniska polynom 6ver K som har a som nollstille.

Anmirkning. Om o € Gal(L/K) och a € L dr ett nollstélle till f(X) €
K[X] sd ar trivialt d&ven o(«) ett nollstdlle till f(X).

Exempel (Andliga kroppar). Varje dndlig kropp K har kardinalitet
p" for ndgot primtal p, och har kroppen F, med p element som del-
kropp. K = F,» genereras over I, av samtliga nollstéllen till polyno-
met X?" — X € F,[X].

Gal(Fyn /F,) ~ Z/nZ
och genereras av Frobeniusautomorfin o : a — a”.

For varje delgrupp H C Aut(L) kan vi definiera delkroppen
Fix(H) ={a € L;o(a) =aVo € H}.
For att Galoisteorin ska fungera bra vill vi att Fix(Gal(L/K)) = K.
Detta dr fallet om vi har en Galoisutvidgning.

Definition. En algebraisk utvidgning K C L kallas Galois om den dr
normal och separabel.
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Normalitet. K C L dr normal om ming (o) sonderfaller i linjara fak-
torer for varje a € L.

Exempel. Q C Q[v/2] dr inte normal, ty de tva komplexa nollstéllena
till X* — 2 finns ¢j med.

Separabilitet. En utvidgning K C L ar separabel om for varje o € L
ming («) saknar multipla nollstéllen.

Exempel. F, = kroppen med p element, p primtal. K = F,(T"), krop-
pen av rationella funktioner i variabeln 7. L = KJa], ddr « dr ett
nollstdlle till f(X) = X? —T € K[X].

FX)=XP —T=X"—af = (X —a)

Alltsa dr o ett multipelt nollstélle, och K C L ej separabel.

Om kar(K) = 0 eller K ar andlig, sa ar varje utvidgning X' C L
separabel.

GALOISKORRESPONDENSEN

En kroppsutvidgning K C L ér dndlig om dimensionen av L som
vektorrum over K &r dndlig. Denna dimension betecknas dé degy L,
graden av utvidgningen.

Sats (Galoisteorins huvudsats(G.H.)). K C L indlig Galoisutvidgning.
G = Gal(L/K). Lit
F={F;KCFCL},
G={H;H CG}.
D finns bijektiv motsvarighet mellan F och G, som ges av
g:F—G fGg—F
F— Gal(L/F) H — Fix(H)
Obs:
Fy C Fy = g(F1) 2 g(F3)
och vice versa. Vi har
G : Gal(L/F)] = degy F.
Vidare ar Gal(L/F) < Gal(L/E) omm E C F ir Galois, och i sd fall har
vi
Gal(F/FE) ~ Gal(L/E)/Gal(L/F).

Om K C L ar oindlig har vi ej nédvandigtvis Gal(L/Fix(H)) = H
(men sjdlvklart “2%).
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Exempel (Cirkeldelningskroppar). F,, = Q[(,], dér ¢, = e2mi/n kallas
den n:te cirkeldelningskroppen eller cyklotomiska kroppen.
degg Fr = ¢(n) = #{1 < m < n;sgd(m,n) = 1}.
Gal(F,,/Q) ~ (Z/nZ)*
(vi kan skicka ¢, pd vilken som helst av de primitiva n:te enhets-

rotterna e?™™/", sgd(m,n) = 1.) Om m | n har vi F,, C F,. Vi far
(G.H.) en surjektiv avbildning

Gal(F,/Q) — Gal(F,,/Q)
som sammanfaller med den kanoniska Z/nZ — Z/mZ.

OANDLIGA UTVIDGNINGAR. KRULLTOPOLOGIN

K C L (oandlig) Galoisutvidgning, G = Gal(L/K). Lat 91 vara
familjen av delgrupper Gal(L/F) ddr K C F &r andlig (= Gal(L/F)
odandlig). Vi kan gora G till en topologisk grupp genom att infora
Krulltopologin, dér vi tar 91 som bas av omgivningar till identiteten.

Sats. G med Krulltopologin ir kompakt, Hausdorff och totalt osamman-
hingande (varje sammanhingande komponent dr en punkt).

Nu har vi foéljande samband:
Gal(L/Fix(H)) = H.
Vi far en utvidgning av Galoisteorins huvudsats:

Sats. K C L Galois. Avbildningen frin G.H. ger en bijektiv motsvarighet
mellan slutna delgrupper av Gal(L/K') och delkroppar K C F C L.

Lat F vara médngden av mellanliggande delkroppar K C F' C L
ddr K C F dr dandlig och normal. Vi far ett inverst system av topolo-
giska grupper Gal(F/K), F € F, ty om F' C F' har vi en avbildning

Gal(F'/K) — Gal(F'/K)/Gal(F'/F) ~ Gal(F/K).
Sats. Gal(L/K) ~ limperGal(F/K).



