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Inlimningsuppgift 3

Atomerna i fasta amnen sitter inte stilla utan vibrerar kring sina jamviktsldgen. Dessa sa
kallade gittersvingningar” dr avgorande for &mnets specifika virme och andra termiska
egenskaper, och man har dirfor stort intresse av att studera dem bade teoretiskt och
experimentellt. Den allra enklaste teoretiska modellen for gittersvingningar formule-
rades av Einstein i borjan av 1900-talet och kallas dérfér “Einsteinmodellen”. Grund-
tanken dr att ndr en atom rubbas fran sitt jamviktsldge ger de omgivande atomerna
upphov till en kraft som strivar att aterfora atomen till jamviktsldget. Kraften F antas
vara proportionell mot forflyttningen x enligt formeln

F=—k

dér k dr en konstant som &r olika for olika &mnen, och didr minustecknet anger att
kraften &r aterférande, d.v.s. riktad at motsatt hall som forflyttningen. Vi begréinsar oss
hir till forflyttningar lings x-axeln, men modellen kan létt generaliseras till tre dimen-
sioner. Ett lampligt siffervirde pa konstanten & for ett visst &mne kan bestimmas genom
att man jamfor modellens forutsidgelser med experimentella termodynamiska data eller
elastiska egenskaper (mjuka material har sma k-virden och harda material har hoga .-
virden).

Fran kursen i mekanik kénner vi igen detta som en harmonisk oscillator. Varje atom
uppfor sig som om den vore bunden till sitt jimviktsldge genom elastiska fjadrar med
den sammanlagda fjaderkonstanten k. Atomen kommer dirfor att utfora en harmonisk
svingningsrorelse med vinkelfrekvensen @ =+/k/m , ddr m &r atomens massa. Sving-
ningarnas amplitud beror pa hur stor energin £ &r. Den ldgsta tinkbara energin svarar
mot att atomerna ligger stilla i sina jamviktslidgen. Enligt klassisk fysik dr detta vad som
giller vid den absoluta nollpunkten (7= 0 K =-273,15 °C).

Syftet med denna inlimningsuppgift dr att undersoka hur en kvantmekanisk behandling
av svingningarna skiljer sig fran den klassiska mekanikens beskrivning av samma
fenomen. Borja med att erinra dig vad du ldrde dig i del 1a av kursen och skriv ner hur
den potentiella energin U(x) ser ut for fjdderkraften F' =kx! Skriv sedan ner schrodinger-
ekvationen for en atom med massan m som ror sig under inverkan av denna potential!

For fortsdttningen av uppgiften behover du ett par sifferviarden. For att fa ett realistiskt
virde pa kraftkonstanten £ viljer vi det som géller for aluminium,

k=70 N/m
Detta virde skall anvindas av alla. Ddremot later vi vinkelfrekvensen @ variera mellan
olika individer. Du skall anvinda ett virde som du réknar fram ur ditt fédelsedatum
enligt formeln

S-10° |
0= S
4

dér S dr summan av de 6 forsta siffrorna i ditt personnummer. . Exempel: for den som

har fodelsedatum 390104 fas = (3+9+0+1+0+4)-10"/4 s = 4,25-10" s'. Proceduren
ger i allménhet virden som ér helt rimliga for verkliga &mnen.

Los nu foljande uppgifter:



(a) Vagfunktioner och sannolikhetstitheter

I Physics Handbook och andra tabeller finner man f6ljande vagfunktioner for
grundtillstandet och de tva ldgsta exciterade tillstanden hos en harmonisk oscillator:

Wy (x) = (%j exp(~1a’x’)
w,(x)= (%] 2ax exp (—%azxz )

l//2 (X) = [%J (4a2x2 _ 2)exp (_%a2x2)

dar konstanten « ér definierad som
a=,|—

Skissera ovanstaende tre vagfunktioner som funktioner av x, och skissera pa liknande
sétt motsvarande sannolikhetstitheter.

(b) Energier och amplituder

Visa genom direkt inséttning att grundtillstandets vagfunktion ¥,(x) ovan dr en 16sning

till Schrodingerekvationen och bestim pa sa sitt grundtillstandets energi uttryckt i
vinkelfrekvensen @. Beridkna den svingningsamplitud som denna energi skulle ge enligt
klassisk teori och markera den i skissen 6ver sannolikhetstéitheterna! Gor sedan en
ungefirlig uppskattning av sannolikheten att finna atomen utanfor det klassiskt tillatna
omradet, d.v.s. pa storre avstand fran jamviktsldget dn den beriknade svingnings-
amplituden!

(c) Nollpunktssvingningar

En av slutsatserna fran den kvantmekaniska behandlingen &r tydligen att grundtill-
standets energi inte #r noll. I motsats till vad klassisk fysik sdger ligger alltsa atomerna
inte stilla vid den absoluta nollpunkten utan de utfor sa kallade nollpunktssving-
ningar”. Det kan ses som en illustration av Heisenbergs osikerhetsrelation som
forbjuder en partikel att samtidigt ha ett bestdmt ldge (jaimviktsldget) och en bestdmd
hastighet (noll).

Avstanden mellan niraliggande atomer i fasta &mnen &r av storleksordningen 0,5 nm.
Tror du med hénsyn till resultatet fran foregaende deluppgift att nollpunktssviangning-
arna har nagon visentlig betydelse for materialegenskaperna, om de virden pa k och
o som du ridknat med é&r realistiska?

Betrakta de tre metallerna litium (Li), aluminium (Al) och wolfram (W). For dessa
amnen giller att avstanden mellan atomerna dr av ungefir samma storleksordning, men
i andra avseenden finns det stora skillnader. Wolfram dr en tung och hard metall, litium
ar en litt och mjuk metall, medan aluminium i bada dessa avseenden intar en mellan-
stillning. Diskutera vilken betydelse dessa skillnader kan ha for de atomernas sving-
ningsrorelse. For vilken av de tre metallerna tror du att nollpunktssvingningarna ir
storst?



