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Obligatorisk del

1. Berékna forst masscentrums ldge. Kalla dess avstand fran centrum fér bollen med radie R for £. Bollarnas
respektive massor ar M = %”R?’K respektive m = 4?”7“3K . Masscentrum befinner sig pa

/- (R+7)r3k

-~ R3K +13k’

Vilj axlar genom masscentrum sa att z-axeln gar genom bollarnas mittpunkter. Det garanterar av
symmetriskal att troghetsmatrisen ar diagonal. Troghetsmomentet for en homogen boll m.a.p. en axel
genom masscentrum &r “%mr%, sa
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L.=—(R°K +r°k).
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For att beriikna de andra tva huvudtréghetsmomenten (som ér lika), ligger man till M2 och m(R+r—¢)?
och far
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Dimensionskontroll.

2. Corioliskraften dr —2@ X ¥,.¢;. FOr nagot som fiardas Osterut lings ekvatorn ar den alltsa riktad rakt
uppat och har beloppet 2wv;.¢;.

Det kan ses som rimligt: att fardas Osterut &r som att rotera med en nagot storre vinkelhastighet &n
jordens, ndmligen w’ = w + *%L. Centrifugalkraften vid denna snabbare rotation &r
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Den andra termen ar just denna Corioliskraft (den sista ar centrifugalkraften i det roterande systemet).

Den andra termen &r mycket mindre &n den forsta om

Urel

< 1.
Rw

Eftersom Rw =~ % km/h lar det vara sa.

Om taget istéllet fiardas norrut dr den relativa hastigheten parallell med rotationsvektorn, och Cori-
oliskraften &r noll.

3. Enligt uppgiften kan partikelns rorelse beskrivas av differentialekvationen

mx + ct + kx = Fysinwt.



Det ar bara amplituden hos partikuldrlosningen som efterfragas. For enklare dimensionsanalys &r det
limpligt att infora vinkelfrekvensen wg enligt wi = % och den dimensionslosa konstanten ~ enligt
Ywo = ;. Ansitt en partikuldrlosning

zp(t) = Bsinwt + C coswt .

Inséttning i differentialekvationen ger for sinus- och cosinustermerna:
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Losningen ar
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och amplituden A ges av
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For att bestdmma vid vilken frekvens den blir som storst soker vi minimera ndmnaren. Den &r ett
andragradspolynom i w?, med ett minimum (som bara ett relevant om det ligger pa w? > 0. Derivering

ger:
d
Wﬁﬂ&—%F+meﬂ=%f—%ww%a

Amplituden blir maximal da
— 1 _
Y= wg\/ \/m 2k:m

Detta giller da v < v/2. Vid starkare ddmpning blir amplituden storre ju ligre frekvensen ir.

. Problemet kan 16sas med hjilp av energi. Masscentrum ror sig pa en cirkel med radien £ 5, och dess fart

ar 769 Den potentiella energin blir

1
V= —§mgl cos@.

Den kinetiska energin fas genom addition av energierna fér masscentrums translation och rotationen
kring masscentrum:

1 1.
T:* - - 202 2 2
2m(2&9) + 2—12 me°o 6m€ 0

Energikonservering ger, om staven momentant ar i vila i 8 = 6,

1 . 1 1
6m£292 — imgl cosf = fimgl cos By ,

sa vinkelhastigheten vid vinkeln 6 ges av

: 3
6? = ?g(COSQ —cosfy) .
Om 6 < 1 ércosf ~1— %92, sa vinkelfrekvensen fér sma svingningar blir
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Extrauppgift (enbart FFM520)

. Det enklaste sittet att 16sa uppgiften ar att betrakta rorelsen (momentant) som rotation runt kon-
taktpunkten med planet. D& ser man att om en tdnkt forldngning av traden skér planet till vanster
om kontaktpunkten kommer tradrullen att borja rulla at hoger (sa ser figuren ut att vara ritad). Om
skéarningspunkten déremot ligger till vinster kommer momentet att vara riktat at andra hallet, och
tradrullen rullar at vanster. Om vi réknar det forstndmnda fallet som positiv riktning, ger litet geometri
i figuren vid handen att kraftens vinkelrdta havarm kring kontaktpunkten ar d = r cos a — p. Tradrullens
troghetsmoment runt kontaktpunkten blir I = % po? + (2m—+p)r?. Vinkelaccelerationen ges av Iw = Fd.

éverbetygsuppgifter

. Eftersom kroppen rullar under planet ar kontaktpunkten momentant i vila, och den totala rotationsvek-
torn & ar horisontell. Darfor ar w = v cos o, ) = vsin «, dar v ar spinnet, {2 precessionen och « vinkeln

mellan pinnen och planet, som ges av tana = 7. I ett kroppsfixt system &r huvudtroghetsmomentet

runt symmetriaxeln Io = 2mr? och runt vinkelrita axlar I, = mr? + mf?. For att ta reda pa
rorelseméngdmomentet och dess férdndring i tiden kan man ga tillvdga pa olika satt. Eftersom vi har
noterat att & ar horisontell, har storleken §2 cot o och roterar med precessionshastigheten 2, kan det vara
en idé att rakna ut rorelseméngdsmomentet i ett system dar en x-axel ar riktad rakt at hoger, liksom &.
Vi behover ndmligen bara veta komponenten I, av troghetsmatrisen, da & = wf och da L, ar den enda
komponenten av rérelseméngdsmomentet som roteras av precessionen. Genom att transformera den di-
agonala troghetsmatrisen med en ortogonal matris som roterar en vinkel « fas I, = I¢ cos? a+1, sin? .

Da ér L, = Qcot a(I; cos? o + I sin® @), och

|L| = Q2 cot (I cos® a4 I sin® ) .

Detta skall astadkommas av momentet fran tyngdkraften, som &r mgl cos o (positivt) tillsammans med
ett negativt moment fran kontaktkraften i planet. Darfor maste det gélla att

7.2
02> mgf sin o 2 \/1"‘72

- ICCOSQ()(—FILSinzoz T T ¥ 1+%




7. Systemet har tva frihetsgrader, som kan beskrivas med g och . Da partikeln ror sig pa ytan ar 2z = gf’,
Den potentiella energin &r V' = mgf och den kinetiska T' = 2m [(1 + f'%)6? + 0*¢?]. Lagrangefunktionen
ges av

1 . .
L=T-V=gm[(l+f?)"+ "] —mgf.
Lagranges ekvationer for g respektive ¢ fas pa vanligt vis:
0=+ 2o+ f 16" +gf,

_d 2 .

I den andra ekvationen ser vi att £ = ¢?¢ ér bevarad (rérelsemiingdskonservering). Detta kan om man

vill séttas in i den forsta ekvationen for att fa en “centrifugalpotentialterm” —ﬁ—i.

I specialfallet med konisk yta, f(o) = ko, har man f' =k, f”” = 0, och ekvationen i g-led blir
N

som ser ut som rorelse med en konstant centralkraft och omskalad massa.



