Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 23/5-2006.
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b. Corioliskraftens storlek och riktning i de sju fallen ar respektive:
i) 1.4 N at va(n)ster i) noll  iii) 1.4 N uppat iv) 1.4 N vésterut
v) 1.4 N fran jordaxeln  vi) 0.7 N dsterut  vii) noll.

. Jag infor ett bilfixt koordinatsystem med z-axel i bilens accelerationsriktning och y-axel
uppat. Pendelns upphangningspunkt kallar jag B, dess langd ¢, och dess utslagsvinkel fran
lodlinjen, i accelerationsriktningen, 6. Jag skriver ortsvektorn for pendelns masscentrum
i ett inertialsystem som 7 = ©'’p + 7g/p. Spanningen i snoret betecknas S. Pendeln &r
en stel kropp. Ekvationerna for dess rotation kring masscentrum och dess masscentrums
rorelse ar

[GQZAJ = —Fg/B X §,
m(az + %G/B) = S —mgj.
Relativa ortsvektorn 7g/p har langd ¢ och bestams helt av vinkeln 6. Vi kan anvinda
metoden med polara koordinater och skriva

Fop = 0F,  Tap = —L0%F + 000.

Rorelseekvationerna &r tre komponentekvationer for tre obekanta, (kraften S’s tvé kom-
ponenter och vinkeln 6), sa de skall riacka for att 16sa uppgiften. Kraften S kan elimineras
genom att vektormultiplicera forsta ekvationen med 75,5 och sedan addera ekvationerna.
Eftersom kulans troghetsmoment ar forsumbart far vi

TG/B X %G/B =Ta/B X (—aZ — g9)
Detta ger den skalara ekvationen
06 = —acosb — gsin.

Denna ekvation kan alternativt och enklare harledas genom att observera att bilens ac-
celeration ger en troghetskraft i det bilfixa koordinatsystemet sa att gravitationsacceler-
ationen —gy ersatts av —az — gy.

Eftersom acosf + gsinf = (/a? + ¢g?sin(f + 6y), med tanfy = a/g, kdnner vi igen
rorelseekvationen. Det ar en plan pendel. Jamviktslaget ar § = —#,, och for sma ut-
slag ger approximationen sin(f + 6y) =~ 6 + 6y harmonisk svéngning med periodtiden

T = 2m\/l/\/a?+ g*> ~ 1.54s. Om bilen kér med konstant hastighet géller samma
rikning fast med a = 0. D4 blir periodtiden en faktor ((a? + ¢%)/¢?)"/* =~ 1.010 lingre.



x mg
Rorelseekvationerna for rotation kring masscentrum och for translation ger

]Gd} = CLF,
mi = mgsina — F),

0 = N —mgcosa.

(a ar klotets radie.) Om klotet rullar sa ér & = aw och F' < pN. Vi eliminerar da F’ mellan
de tva forsta ekvationerna, ersitter w med & /a, loser ut &, anvinder troghetsmomentet
for homogen sfir, I = ma?2/5, och finner den sokta accelerationen vid rullning

mgsin o 5)

= —gsina.

Lrulln = m 7

Friktionskraften bestdms fran den andra ekvationen, och normalkraften fran den tredje.
Rullningskriteriet x> F/N blir

gsina—2 2
> —— = —tana.
g cos 7

Om klotet glider sa ar & > aw och F' = puN. Da bestams vinkelacceleration och accelera-
tion av de tva forsta ekvationerna till

: 5 g

Welidn = apN/Ig = “5 COSOéaa

Zglian = ¢g(sina — pcosa).

Dérmed ar alla fragorna i uppgiften besvarade. Som en liten kontroll av rakningarna kan
man fran de sista ekvationerna berdkna

Fglidn — AWglidn = g(sina — prcos o — ,ua cos ) = g cos atan o — gu),

och kolla att detta ar > 0 precis nar rullningsvillkoret inte &ar uppfyllt.

. Energi- och rorelsemangdskonserveringslagarna ger

1 mey 1 mey
277?,1]0 i va R

L =mRvycosa = m(R+ h)v,

dar m ar projektilens massa och v dess hastighet i banans hogsta punkt. Detta ar tva ek-
vationer som bestdmmer vara tva obekanta, v och h. Eftersom h efterfragas sa eliminerar
vi forst v. Vi far en andragradsekvation for h

1<Rv0cosa)2 Y 1@2
2° R+h R+h 27
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Genom att anvanda den foreslagna dimensionslosa parametern x kan ekvationen skrivas
enklare. Jag loser den sa har

T cos? o 1 Rv; v}
(1+h/R)2_1+h/R:x_1; xzﬁ:zq—oR%O.QOOO
(1—2)(1+h/R)*— (14 h/R) + zcos® a = 0;
1++/1—4z(1 —z)cos?a
2(1 —x) ’

1+ h/R= h ~ 8.94-10°m

Nér man berdknar numeriska vardet pa h fran det sista uttrycket skall man ténka pa
att det forekommer ratt stora kancellationer, och anvanda storre numerisk noggrannhet
i mellanleden &n man normalt behover. En fickraknares noggrannhet racker mer &n val
i det givna exemplet. Men om x vore mycket mindre skulle den kanske inte réacka. Da
kan man i stallet hitta enkla approximativa uttryck for h genom att potensserieutveckla
i z och behalla bara de forsta termerna. Om man behaller bara termer linedra i x sa far
man det bekanta uttrycket

h ~ Rx(1 — cos® a) = visin® a/(2g) =~ 6.37 - 10°m
I det givna exemplet ar detta dock ingen god approximation.

. Jag anvander rumsfixa basvektorer X,Y.,Z, och symmetriaxelfixa basvektorer z,7, 2,
med Z = % vertikal och # riktad langs stela kroppens symmetriaxel. De symmetriaxelfixa
basvektorernas rotationsvektor ar ! = QZ. Stela kroppens rotationsvektor ar & = Q22 +
pz. I kontaktpunkten mellan stela kroppen och horisontella skivan skall bagge ha samma
hastighet eftersom det ar fragan om rullning utan glidning. Detta villkor bestammer
spinnet p:

—RQYy =R +apy = p=—(Q+Q)R/a

De krafter som forekommer pa den stela kroppen ar: gravitationskraften, normalkraften
Ny i kontaktpunkten mellan skivorna, samt en lagerkraft i P. Enklaste sattet att komma
at normalkraften ar att stélla upp rorelsemangdsmomentekvationen med avseende pa
punkten P, for i den bidrar lagerkraften inte. (Lagerkraften kan sedan bestimmas med
masscentrums rorelseekvationer.)

- 5 d
Mp=Rix (N—-mg)z=Lp = dt(ILQz+Ipr)—I”px—IHpQX:E
& —R(N —mg)j = —(ma*/2)((Q2+Q)R/a)y
= N = mg+ma(Q+Q)Q/2.

Detta &r det sokta uttrycket for normalkraften. Ar det rimligt? Det &r litt att kolla
att dimensionerna stdmmer. Det &ar ocksa rimligt att N = mg nar Q = 0, for da
ar rorelsemangdsmomentet konstant. Men ar det rimligt att N — mg aven nar a —
0?7 Da gar spinnet mot odndligheten som 1/a. Men tréghetsmomentet i symmetri-
axelriktningen gar mot noll som a?. Sa horisontella, tidsberoende, komponenten av
rorelsemangdsmomentet gar a&nda mot noll. Darfor ar det rimligt. Daremot férvanade det
mig forst att inte N — mg éven nar R — 0, for aven da blir rérelsemangdsmomentet tid-
soberoende. Men tdnker man efter forstar man hur berdkningarna, under givna antagan-
den, dnda kan vara riktiga. I grénsen R — 0 gar tidsberoende delen av rorelsemangdsmomentet

mot noll, men det gor aven normalkraftens momentarm, lika snabbt. I ett av stegen i



berékningen av normalkraften dividerade vi med R. Darfor skall vi inte lita pa uttrycket
for N nar R ar exakt noll. Om R ar litet sa ar bagge termerna i ekvationen sma, och aven
da kan resultatet vara fel om det finns nagon ytterligare liten term som vi har férsummat
darfor att den ar liten. En sadan term skulle finnas om vi har radiellt riktad friktionskraft
i kontaktpunkten mellan skivorna. Normalt tdanker man sig att denna kraft ar forsumbar
jamfort med den radiellt riktade kraften i P, darfor att kroppen rullar i kontaktpunkten.
Och detta har antagits i denna 16sning. Annars blir problemet mekaniskt obestamt. Men
om R ar tillrackligt liten ar den férmodligen inte forsumbar.



