Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 17/1-2007, version 2

1. Om m betecknar partikelns massa, {2 jordens rotationshastighet (ungefér ett varv per
dygn), och vi anvénder ett cartesiskt hogersystem med z-axel Osterut och y-axel norrut
utefter jordytan, sa kan de sokta corioliskrafterna skrivas:

i) —mueQ(2/V2 +2vV3), —mugQi/V2, —mueQ(2/V2 — #V/3).
i) —mueQa(1 +v3)/v2, —mueQi/v2, —mueQi(l—+/3)/V2.

2. Kvantiteterna ar respektive
i) Noll, 0.63 J, 1.01 kg m?/s i rotationsaxelns riktning.
ii) 1 kg m/s at véster, 4.2 J, 2.51 kg m?/s i rotationsaxelns riktning.

3. Gravitationskraften tenderar att striacka snoret. Fjadern ger da en motriktad kraft sa
att svangningsrorelse kan forekomma. Jag antar att svangningsrorelsens amplitud inte
ar for stor, sa att snoret hela tiden ar striackt och cylindern rullar utan att glida. Jag
anvinder mig av x =koordinat for cylinderns masscentrum, och I = ma?/2 =cylin-
derns troghetsmoment med avseende pa sin symmetriaxel. Cylinderns vinkelacceleration
nir den rullar utfor planet ar #/a. Observera ocksa att traden stricks ut dubbelt sa
langt som cylinderns masscentrum ror sig utfor planet (momentana rorelsen &ar rota-
tion kring kontaktpunkten med planet), sa spanningen i snoret ar S = k2(x — xo) +
b2x. Rorelseekvationerna for masscentrums translation utfor planet, och for rotation

kring masscentrum, ar, respektive

mi =mgsina — Fy — S
I#/a = a(Fy — S) N __~g

Eliminering av F och insattning av uttrycken
for I och S ger Ty
myg

3
imi + 4bx + 4kx = mgsin a + 4kx.

Fran denna rorelseekvation kan man avlasa de efterfragade uttrycken: vinkelfrekvensen
for odimpad svingning w = /8k/3m och villkoret for kritisk dimpning 2b* = 3km.

4. Att kulan ligger i jamvikt betyder att den befinner sig i vila relativt staltraden. Darfor
beskriver jag kulans rorelse i ett tradfixt roterande system. Rotationen ger troghetskrafter,
centrifugalkraft och corioliskraft. Corioliskraften ar vinkelrat mot kulans hastighet, dvs
vinkelrdt mot traden. Den paverkar dérfor inte kulans rorelse (den orsakar bara en nor-
malkraft som kompenserar den). Centrifugalkraften kan beskrivas av en centrifugalpo-
tential. I cylinderkoordinater med vertikal axel,

—

Fo=mw?pp=-VV,, Vo= —mw’p?/2.

De ytterligare krafter som verkar pa kulan dr normalkraften (= tvangskraften) fran
traden, som inte paverkar rorelsen, samt gravitationskraften, som kan beskrivas med
gravitationspotential. Sammanfattningsvis kan alltsa de krafer som paverkar rorelsen
beskrivas av en effektiv potential, Veg = V; + V.. Eftersom rorelsen ar utefter en cirkel ar
det lampligt att beskriva den med en sfarisk koordinat 6. Kalla cirkelradien a.

Vg = Vg + Vo = mgz — mp* /2 = ma(g cos § — (aw?/2) sin” §).



Med det sista potentialuttrycket ar det nu latt att besvara fragorna i uppgiften. Jamviktslagen
finns dar gradienten av potentialen ar noll. Minima &r stabila, maxima instabila. Det
blir tre fall:

i) g+ aw?cos® = 0. Detta dr bara mojligt om vinkelhastigheten dr stor nog, w? > g/a,
och ger da stabil jamvikt.

ii) 0 = m, dvs langst ned, ar stabil jamvikt nér i) inte &r maojlig, annars instabil jamvikt.

iii) @ = 0, dvs hogst upp, ar alltid instabil jamvikt.

. Antag att tvattmaskinstrumman har cylindersymmetri. Da ar dess huvudtroghetsmoment
m a p masscentrum pa formen Iy, Iy, I. Det sista troghetsmomentet d&r m a p symmetriax-
eln. Om troghetsmomenten ar olika sa fordras kraftmoment for att den skall kunna rotera
med konstant vinkelhastighet kring en annan axel, sa som den i uppgiftstexten kommer
att gora. Relevant ekvation ar 7/27 i ldroboken, med p = 0 och w = w = trummans
vinkelhastighet, och 6 = 2°: L = (I — I)) sin 6 cos 6 w?.

Lat mig som konkret exempel vélja trummans radie ¢ = 0.2 m, trummans axellangd
2a, massan m = 5 kg = massan hos vat tvitt, jamt fordelad pa cylinderns mantelyta.
Troghetsmomenten ar da I = ma?, Iy = ma®/2+m(2a)?/12 = (5/6)ma?. Jag antar ocksa
att trumman ar upphéngd i symmetriaxel (néstan) pa trummans bégge sidor, dvs i tva
punkter pa avstandet 2a. Ekvation 7/27 ger da de krafter F' i upphéngningspunkterna som

fordras for att uppratthalla konstant vinkelhastighet
w

4aF = L= (I — [)0w®  F = (1/12)maw?f ~ 32N

Uppskattningen ar osaker, for F beror kansligt av

Iy/I. En &nnu storre osdkerhetsorsak ar att tvétten

kan fordela sig ojamt. Ovre gréns pa kraftmomentet

vid samma tvattning far man om tvatten lagt sig i tva

lika stora klumpar i motsatta horn av trumman. Da &r

det enkelt att berdkna kraftens storlek (jag forsummar w
0 hér)

F = (m/2)aw® ~ 5800 N

Sa tvattmaskiner maste konstrueras for att klara betyd-
ligt storre felbelastnng &n det som felmonteringen or-
sakar. (Kanske automatisk stoppfunktion?)

. Fran grafen avlaser jag att ISS’s hojd ar ungefar 34 mil, och att den minskar med ungefér
10 mil per 100 dygn nar den lamnas for sig sjalv. De snabba hojdokningarna antar jag
orsakas av ménsklig paverkan (avsiktliga rorelseméangdstillskott).

a) Antag cirkelbana. Beteckningar: M = jordens massa, R = jordens radie, m = ISS’s
massa, h = dess hojd, v = dess héjd, w = banans vinkelfrekvens. Omloppstiden beraknas
fran rorelseekvationen, F' = ma:

mMG 2 2 _ MG(_ R \2_1 9.81 1 2
(R + h)? = m(R+ h)w’, w' = (mn) mr = (1734/637)2 (637434107 5

T =27/w~ 91.2min.

b) Berdkningsprincip: bromskraftens effekt = energiminskningshastigheten. Banan antas
fortfarande cirkular. Relevanta ekvationer ar sambandet mellan fart och héjd, sambandet
mellan energi och hojd, och tidsderivatan av det senare sambandet:
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Energiminskningen orsakas av bromskraft F' (¢ = dess propotionalitetskonstant):
E=0oF = —cv® = —c¢(MG/(R + h))*2.
Jamforelse mellan dessa ekvationer ger

c=—h(m/2)/\/gR}(R+ h) ~ 4-10"°kg/m.

Anm: Intressant ar att harur kan man uppskatta storleksordningen av atmosfirens den-

sitet till ¢/A, (A = ISS’s tvarsnittsarea).

c) Berakningsprincip: Energiminskningen, mv?/2—m(v—u)?/2, kan relateras till andringen
av banans storaxel. Man har ju sambandet mellan storaxel och energi for keplerbanorna:

storaxeln = —mMG/E. Det blir foljande tva ekvationer

v* (v —u)? MG MG , MG
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Ur dem elimineras v och loses u. Jag anviander ocksd MG = gR? och far

gR h
S - ~ 101 m/s.
“ 1+h/R< 2R+h> 01m/s




