Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 30/8-2007.

1. Av de 4 svarsalternativen till varje delfraga, numrerade i ordningsfoljd, ar foljande num-
mer ratt: a) 3, b) 3,¢) 2,d) 1,e) 4, f) 3, g) 2, h) 2.

2. Jag kallar koordinaterna (z,y,z). Massfordelningen ar oféréndrad efter rotation halvt
varv kring z-axel, dvs efter transformationen (z,y,2) — (—x, —y, z). Hérav foljer att z-
axeln ar en huvudtroghetsaxel, och att de tva andra ligger i xy-planet. Det ar inte svart
att rakna ut troghetsmatrisen (med avseende pa origo). Tex I, = X!_ m, (22 + 22) =
pa?(34+3+2+24+1+141+1) = dua?, Iy, = —Xi_ m,a,y, = —pa®(2+2) = —4pa®.
Troghetsmatrisen blir

4 =20
I=| —2 7 0 |2uad®
0 0 7

Allmént galler att om vinkelhastigheten pekar i en huvudtroghetsaxelriktning sa ér rorelse-
méangdsmomentet riktat som vinkelhastigheten, och propotionellt mot den, och huvud-
troghetsmomentet [ ar propotionalitetskonstant. Detta faktum ger ett ekvationssystem
som kan anvandas for att berakna huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment. Dvs
man har

Z Ipwy = Iw, som fordrar det(I,, — dq1) = 0.
b

I vart fall ar 2 huvudtroghetsaxel, med huvudtroghetsmomentet I,, = 14ua®. De tva
andra huvudtroghetsaxlarna maste ligga i xy-planet, sa for att bestamma dem racker
det att titta pa Ovre vénstra 2 x 2 - undermatrisen av I,. Determinantekvationen
har tva losningar, I} = 6upa® och I, = 16ua?, som alltsa ar de tva aterstdende hu-
vudtroghetsmomenten. For var och en av dem kan ekvationssystemet anvandas till
att bestamma riktningen av w. Man finner tex for I = I} w, = 2w,, som ger hu-
vudtroghetsaxelriktningen &, = (2& + ¢)/v/5. Pa samma sétt finner man den andra
huvudtroghetsaxelns riktning @, = (—2 4 27)/v/5.

Nagra rimlighetskontroller: Huvudtroghetsaxlarna ar ortogonala.

Om vi projicerar huvudtroghetsaxlar och masspunkter i zy-planet, dvs vi ser pa sys-
temet fran en punkt langt borta pa tredje huvudtroghetsaxeln, sa delar de andra tva hu-
vudtroghetsaxlarna in xy-planet i fyra kvadranter. Man ser da att det ligger en masspunkt
i varje kvadrant. Detta ar bra. Om tva kvadranter blivit utan masspunkter kunde man
misstankt att huvudtroghetsaxlarna blivit felberdknade.

3. Losning med hjalp av rorelseekvationer: Man frilagger lampligen minst tre delar av
systemet. Lat vy, ¢/, w, w’ vara vertikala koordinater for klossarna och morurs vinkel-
hastigheter for vanstra och hogra trissan respektive. Eftersom snoret ar otéanjbart och
inte slirar pa trissorna har man tvangsrelationer mellan dem: 3’ = aw’ = —2aw = —24.
Déarfor har systemet bara en oberoende frihetsgrad. Lat Ti, Ts, T3, vara spanningarna
i snorets vanstra, mellersta, och hogra vertikala del, respektive. Vi kan nu stalla upp
foljande rorelseekvationer:

(m+ M)y = Ti+To— (m+ M)g,
Ivo=(I/a)j = a(Ty —Ty),
Io'==2(I/a)y = a(Ty—Ts),

My =-2My = Ty— My,



dar troghetsmomentet for homogen cirkelskiva ar I = ma?/2. Vi adderar dessa ekvationer
pa sadant sétt att snorspanningarna kancellerar, dvs vi adderar ekvationerna multiplice-
rade med 1, 1/a, —2/a, —2, respektive. Resultatet blir rorelseekvationen

(m+M+m/2+4m/2+4M")j = (—m — M + 2M')g.

Hérav foljer svaret till fragan i uppgiften, se nedan.

Losning med hjélp av energilagen: Néar, som héar, systemet har bara en frihetsgrad behovs
bara en rorelseekvation och den kan man hitta med hjalp av energilagen. Sammanlagda
energin pga translationsrorelse, rotation, och gravitation ar

1 1
E =3%(z1w* + =mv* + mgh) =

2 2
1 1 2 y 2 1 2 2y 2 -9 / <\ 2 /
= §[§ma (5) +5ma (;) + (m+ M)y” + M'(29)°] + (M +m)gy + M'g(—2y) =
15
= §(§m+ M 4+ 4M"Yg?* + (m + M — 2M')gy.

Denna energi ar konserverad, si £ = 0. Tidsderivatan av higerledet innehaller en faktor
y. Dividerar vi med den far vi ekvationen

7
0= (§m+M+4M’)gj+(m+M—2M’)g.

Den ser ut som en rorelseekvation, och maste vara den vi soker, eftersom det bara finns
en. Hérledningen av den ar invéndningsfri om ¢ &ar nollskild. Men ekvationen maste
gélla aven néar y = 0, eftersom man i sa fall kan gora ¢ ar nollskild genom att andra
startvillkoren, utan att andra rorelseekvationen.

Svar: Vanstra klossens acceleration uppat ér ¢j, den hogras —23j, med

_2M'-m - M
_4M’+§m+Mg'

i

Anm: Man kan gora flera rimlighetskontroller av svaret. Man kan tex 6vertyga sig om att
det stammer i de férenklade fallen nar bara en av massorna ar nollskild, eller att jamvikt
ar mojlig nar taljaren ar noll.

. Forst ser jag pa precessionsrérelsen fore stoten. Beteckningar: Z= vertikal uppatriktad
enhetsvektor. Z= horisontell enhetsvektor som pekar i snurrans axels riktning fran upp
hangningspunkten mot skivan. s= snurrans spinn. Snurrans vinkelhastighet w, rorelse-
méngdsmoment L, och rérelsemangdsmomentekvationen L = M kan nu tecknas. Den
sista ger ett uttryck for s.

& =07 + sz,
L =m(0*+ a?/4)QZ +m(a®/2)s2,
L=m(a*/2)sQZ x 2= M =17 x (—mgZ),

Dérmed ar snurrans rorelsetillstand fore stoten bestdmt. Stoten ger ett rorelseméngds-
momenttillskott. Det nya rorelsemangsmomentet L' och motsvarande vinkelhastighet w’
beraknas:
L'=L+0:x (—KZ) =m(®+ a? /007 +m(a®)2)s2 + (KZ x Z,
G = QZ + (209)/(a*Q)2 + (LK) (m (% + a®/4))Z x Z.



Sista raden ar det sokta rotationsvektoruttrycket. Observera att vektorerna Z, 2, 7%z
bildar en hogerorienterad bas.

. Jag kallar partikelns starthastighet vy. Den bildar alltsa 45° vinkel mot jordytan. Om
man tanker sig att jorden &ar platt, och accelerationen —gZz, sa blir banan en parabel,
hogsta hojden h, = v3/(4g), och flygstrackan s = 4h,. Vi valjer darfor starthastigheten
sa att v = gs.

Sa startar vi partikeln pa samma séitt men berdknar rorelsen med Keplers lagar i stéllet.
Da kommer avstandet till nedslagsplatsen, s,, att skilja sig lite fran s. Det finnes flera
orsaker till korrektioner. Avstandet méts nu utefter den krokta jordytan. Banans form ar
annorlunda. Hogsta hojden blir storre eftersom storre andel av kinetiska energin omvand-
las till potentiell, och eftersom gravitationen avtar med hojden. I rakningen som foljer
berdknas forst den nya hogsta hojden, h. Darefter den nya banan.

Energi- och rorelsemangsmoment-konseveringslagarna ger, med v,, = hastigheten i ba-
nans hogsta punkt, M = jordens massa, R = jordens radie:

RUQ
+- = + —, — = (R+ h)vp,.

R 2 R+h 2 V2 ( )

U, elimineras med hjalp av rorelsemangdsmomentekvationen. Energiekvationen innehaller

kvantiteter av mycket olika storlek. Det kan vara lampligt att klumpa ihop termer som

nistan kancellerar. Jag definierar en liten dimensionslés parameter + = h/(R + h) och

riaknar pa,

v _ 1 R v —(1—x)& 1(112—1)2)—]\4G— MG —MGx'
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s e Ay vre:

2-1-2))=a2—-(1—-2)?)=a(l+z—2%) ~a+d.

Hir har jag infort en ny dimensionslos liten parameter a = (Rv?)/(4MG) = v2/(4gR).
Sedan har jag uttryckt x i a korrekt till ordning a?. Detta uttryck beskriver den elliptiska
banans héjd h. Denna hogre hojd ger langre stracka. Men vi maste ocksa underscka hur
banans form paverkar strackan. Vi vet att banan ar ellips. Om hogsta hojden, R + h,
intraffar ndr banvinkelvariabeln 6 = 0, sa kan banekvationen skrivas

(R+h)(1—c¢)
1—ecosf

r(0) =
Banans vinkel mot jordytan ar 45° vid start och nedslag, dvs

1dr —esin 6
kAT Py
rdfd 1—ecosb o {

9::[:90
r=R~R

Detta innebér tva samband mellan 6y, h, R och e,
1 — ecos by = esin b, 1—ecosby=(1+h/R)(1—e).

Vi eliminerar e, och skriver om ekvationen med malet att kombinera termer som nastan

kancellerar nar 6y ar mycket litet.

l—costy  h
sinfp  h+R

sinfy = (1 + %)(siné’o + cosby — 1); x.



Nu har vi alla ekvationer vi behover. Viloser dem approximativt genom potensserieutveck-
ling

x=00/2+03/24 + 0(6));
o = 2z — (2/3)2” + 0(2°) = 2a(1 + a®) + o(a?).

slutligen har vi strickan utefter jordytan mellan start och landning, nir a®—termer
forsummas, s, = 2ROy = 4Ra(l +a) = s(1 +a). S& d = a = v3/(49R) = s/(4R),
och efterfragade maximala stricka s = 4RJ. Sammanfattningsvis, gar man igenom
rakningarna ser man att hojdokningen orsakas till lika delar av ¢kad andel omvandlad
kinetisk energi och minskad gravitationskraft, och ger en 6kning av flygstrackan som
reduceras till halften av andringarna i jordytans och banans form.



