Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 27/5-2008.

1. Pastaendena ar sanna (S) respektive falska (F) enligt f6ljande:

a)S,b)S,c)F,d)S,e) F, ) S, g) F, h)S,i)S,j) F.

2. Pilens fart, v, kan uppskattas fran kannedomen av dess massa, m, och dragkraften F
som fordras for att dra bagens strang tillbaka en stricka a. Jag approximerar kraften
som harmonisk. Da beskrivs den av en fjdderkonstant k sa att k = F'/a. Nar pilen skjuts
omvandlas potentiell energi hos bagen till kinetisk energi for pilen. Man férsummar andra
energiformer och far ett samband for hastigheten fran energilagen: 2FE = mv? = ka®. 1
stort sett far pilen genom luften med konstant hastighet strackan ¢ fran skytt till maltavla;
det tar tiden ¢t = ¢/v. Nér pilen far genom luften ger corioliskraften en liten acceleration
a. vinkelratt mot hastigheten, som orsakar att pilen traffar maltavlan ett litet stycke
d = a.t?/2 vid sidan av den punkt den annars skulle traffa i. Eftersom a. orsakas av
corioliskraften, F,., ar ma, = —om( x 7. Q ar jordens rotationshastighet. (Observera
att d. ar den fiktiva acceleration som orsakas av att skjutbanan roterar som jorden. a.
skiljer sig med ett minustecken fran coriolisaccelerationen!) Eftersom det bara géller
en uppskattning kan vi anta att Q) och 7 dr vinkelrita (skjutbanan ligger i nérheten av
nordpolen) sa att effekten blir maximal. Da har vi

act’  2Qu(l/v)* QP

d=
2 2 v

= QF, /% ~ 0.7-107*-90%,/0.023/(270 - 0.75) ~ 6 mm.

Detta skall jamforas med storleken av traffel som fordras for poangavdrag. Tavlan &r
indelad i 10 cirkuldra ringformade félt med bredd 122 mm / 2-10 = 6 cm. Detta &r
10 ganger storre dn d, sa slutsatsen blir att corioliskraften ar forsumbar. (Fast det vore
kanske en ide att gora statistisk undersokning av minst tusen skott for att leta efter
effekten).

Dimensionskontroll av sista formeluttrycket:

[QEQ\/g] - %/%E—QL =L =[d.

Rimlighetskontroll: Man kan forsoka tanka efter om formeluttrycken for v i F,a, m och
for d i Q, ¢, v ar rimliga, tex det ar rimligt att d okar med ¢ eftersom ¢ ar skjutavstandet,
det ar rimligt att 6kningen &ar snabbare én linedr eftersom corioliskraften kroker banan.

Anm: Man kan alternativt uppskatta effekten sa har. Antag for enkelhets skull (och
for att vi vet att corioliskraften da blir maximal) att skytten star precis pa nordpolen,
och betrakta forloppet i ett inertialsystem i vilket skytten &r i vila. Skytten siktar pa
maltavlan och pilen far ratlinjigt, men maltavlan ror sig med fart €24 i en cirkelbana runt
skytten. Pilen missar darfor sitt mal med d = Qft = Qf? /v. Detta dr samma uttryck som
vi fick ovan, fastdn argumenteringen var lite annorlunda. Det stérker var tilltro till det.

3. Strategi. Jag infor ett koordinatsystem zyz fixerat i stela kroppen med origo i vinkeln
och sadant att de tva pinnarna ligger pa positiva x och z axlarna. z axeln vertikal och x
axeln pekande at vénster i tesens figur. Stela kroppen dr sammansatt av tre delar som
vardera har enkel geometri och enkelt ldge i koordinatsystemet. Darfor ar det inte svart
att berakna rorelseméangd och rorelsemangdsmoment for den stela kroppen genom att
addera delarnas. (Alternativt kan man berdkna de integraluttryck som foljer direkt av



definitionerna.) Sedan stélls rorelseméngd- och rorelseméngdsmoment-lagarna upp.
Kroppens rorelse ar rotation wz kring origo och O. Alla tidsderivator ar medforingsderivator.
Kroppens rorelseméangd och rorelseméangdsmoment med avseende pa origo ar

—

P =M x at + padd X a/2% = wa(M + ap/2)y,
L = a@ x M(& x ai) 4 aa®/33. = a*(M + ap/3)d

Eftersom tyngdkraften far forsummas paverkas kroppen bara av en kraft F och ett kraft-
moment M fran infastningen i O. Ekvationen for masscentrums rorelsemangd och for
rorelseméngdsmoment med avseende pa origo (origo ar ju i vila), &r

F=3xP=-wa(M+ao/2)z,

M+b:xF=3xL=0.

Det sokta momentet ar alltsa M = —bz x F = w?ba(M + ap/2)§. 1 figuren i tesen ar det
riktat mot askadaren.

Dimensionskontroll av svaret (obs M = massa, M = kraftmoment):

ML ML2

W = T2 = [wZQbM]

ag) =L =M =[M],  [M]=L[F] =L

Rimlighetskontroll. Man kan ”forsta” detta uttryck om man delar upp stela kroppen i tre
och resonerar sa har. Massan M och pinnen «a ror sig i cirkelbana runt origo med konstant
vinkelhastighet. Detta kraver krafter Maw? och m,a/2w? verkande pa dem (m, = pa &r
pinnens massa). Om man friligger partikeln och horisontella pinnen sa inser man att
det maste vara vertikala pinnen som drar i dem med denna kraft. Pa vertikala pinnens
nedre ande verkar da motkraften. Pa vertikala pinnen verkar dessutom kontaktkrafter
i upphangningspunkten. Tillsammans galler kraftjamvikt och kraftmomentjamvikt for
vertikala pinnen, eftersom den inte flyttar sig. Momentjamvikt kraver ett kraftmoment i
upphéangningspunkten som ar av just den funna storleken.

. Jag antar att jordbanan ar cirkular, och att jorden och kometens banor orsakas av solen,
sa att de foljer Keplers lagar. Jag kallar jordens omloppstid 7. dess banradie R.. Halleys
komets omloppstid kallar jag T},, dess storsta och minsta avstand till solen R, och R_
respektive. Da vet vi att 1), /T, = 75.3 och R_/R. = 0.586. Enligt Keplers forsta lag ar
kometens bana en ellips med storaxel (R, + R_)/2. Enligt Keplers tredje lag forhaller sig
storaxlarnas kuber som omloppstidernas kvadrater, dvs (Ry + R_)/(2R.) = (T,,/T.)*/* =
75.3%/3 = 17.832. Det ger sokta avstandet R, = (2-17.832—0.586) R, = 35.1R, = 35.1 AU.

. Jag infor ett koordinatsystem X,Y, Z, med origo i O och sadant att Z pekar uppat och
Y &t hoger, se schematiska figuren. Koordinatsystemet foljer med snurran sa att snur-
rans axel hela tiden ligger i Y Z-planet. Jag infor ocksa ett annat rorligt kordinatsystem
x,y, z, sadant att snurrans axel ligger utefter negativa z-axeln. De tva systemen har
samma origo, och ror sig inte relativt varandra, men deras zeta-axlar bildar en vinkel
f. Nér snurran rullar i taket vrider sig koordinatsystemen kring Z-axeln med vinkel-
hastigheten QZ. BEftersom snurran rullar sa har den ocksd ett spin, sZ, kring sin sym-
metriaxel. Snurrans totala vinkelhastighet &r @ = QZ + 52 = (Q + scos0)Z + ssin QY
For att snurran skall rulla utan att slira fordras att vinkelhastigheten ar riktad som Y,
dvs att spinnet ar s = —{/ cos §. Snurrans rorelseméngdsmoment med avseende pa origo
uttrycks i dess huvudtroghetsmoment, I; i symmetriaxelns riktning, och I, vinlelratt

mot, symmetriaxeln: & = (Qcosf + s)2 — Qsinfy, L = (Qcosh + s)I |2 — Qsin 01, 7.



Tidsderivatan av rérelseméngdsmomentet ar L = QZ x L = XQsin(Qcos (I, — I 1) —
sly) = XO2sin0(cos 01, + (sin®6/ cos 0)1). Detta maste overensstimma med totala
kraftmomenten med
avseende pa origo pa
snurran, det ar snur-
rans rorelseekvation.
Vilka  krafter  och
moment kan verka pa
snurran? Eventuell 9
friktion mot luften 0,
forsummar jag. I origo Y
kan verka krafter fran r a b

upphangningen, men
eftersom vi bara ar
intresserade av kraft-
moment med avseende Ny Y

pa origo kan vi bortse

fran dem. Sa finns mg

gravitationskraften,

och en mojlig normalkraft fran taket i hjulets kontaktpunkt. De ger bagge moment som
pekar i riktning X, dem maste vi ta med i berakningen. Slutligen skulle det kunna finnas
friktionskrafter fran taket i hjulets kontaktpunkt. Men de ar i sa fall parallella med
taket, sa att deras moment blir vertikalt riktade. Eftersom vertikala komponenten av
rorelsemangdsmomentet ar tidsoberoende sa maste friktionskraftens moment vara noll.
Totala kraftmomentet blic M = (Nr/cos + mgbsin)X. Detta méste Gverensstdamma
med rorelsemangdsmomentets tidsderivata. Det blir en ekvation. Om den kan uppfyllas
sa kan hjulet rulla. Ur ekvationen kan normalkraften berdknas. Ekvationen &r majlig att
uppfylla om man da far N > 0. Detta ger foljande villkor for att hjulet skall rulla i taket

o]l

!

Q*(I, cos* 0 + I sin® @) > mgb cos 6.

Dimensionskontroll: Alla termer i olikheten har samma dimension ML? /T2,

Eftersom bagge termerna i véansterledet ar > 0, sa ar, for given geometri, rullning alltid
mojlig om bara €2 ar stor nog.

Ar resultatet rimligt? Man kan se pa specialfall. Snurran bestar av en stav och ett hjul.
Fall a) Antag att staven &r masslos och hjulets troghetsradie noll. Da &r I) = 0, I, = ma?,
och b = a, och villkoret blir Q%2acosf > g. Normalkraften ar noll nér likhet rader.
Ekvationen kan skrivas tan@ = asin §92?/g. Detta éar precis villkoret for konstant utslag
for en sfarisk pendel, dvs ekvationen for lutningsvinkeln for ett snore i vilket en massa
hénger och svinger runt i en horisontell cirkelbana med radie asin . Gravitationskraft,
centrifugalkraft och snorspannig balanserar varandra. Detta ger en rimlighetskontroll pa
var olikhet.

Fall b) Ett motsatt extremfall &r nér hjulets troghetsradie &r maximal, samma som hjulets
radie. Jag antar for enkelhets skull ocksa att r << a sa att sinf ~ 1, cosf =~ r/a, och
att staven fortfarande ar masslos. Da ar I = mr?, I, cos® 0 =~ mr?, och olikheten blir
022r > g. Nu behover 2% bara vara hélften sa stor som i fall a) for att hjulet skall rulla
pa taket. Hjulets ”gyroeffekt”, som saknades i a), bidrar tydligen nu med lika mycket
som centrifugalkraften.



