1. a) Kraft: kgm/s? energi: kgm?/s

Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 26/8-2008.
2 impuls: kgm/s, troghetsmoment: kgm?,
rorelsemingdsmoment: kgm?/s.

b) Lutningsvinkel 7.1 grader.

¢) Ortsvektor R = (a®@ + 0% + ¢22)/(2(a + b+ ¢)).

d) Troghetsmatrisen ar en diagonalmatris: I = (2p/3)diag(b® + 3, ¢ + a?, a® + b3).

. Jag infor ett cartesiskt inertialsystem (XY, Z) med Z-axel utefter skivans vertikala rota-
tionsaxel, samt ett koordinatsystem (x,y, z) fixerat i skivan, och med z-axel sammanfal-
lande med Z-axeln. Hastigheten hos en punkt 7 pa skivan ar vy, = O x 7, dar O=07
ar skivans rotationsvektor.

a) For att passera skivans mittpunkt maste kulan ha hastighet rela-
tivt inertialsystemet, U; = U+ Ueq riktad mot skivans centrum. De .
tre hastighetsvektorerna bildar en triangel med rat vinkel mellan v, Umed
och Ueq och U pekande i den sokta riktningen. Den kan beskrivas
av att den bildar en vinkel o med @, dar sin a = vyeq/v = WR/v.
b) Man kan vilja systemens orientering sa att kulans ortsvektor &r
. U

m(t) = RX = z(t)z + y(t)y = R(cos(2t)z — sin(Qt)7y).
Observera minustecknet som kréavs for att stamma med den antagna rotationsrorelsen.
Erforderliga storheter berdknas:

Urel = 22 + 97 = —RQ(sin(Qt)Z + cos(2)y),
mc_irel = m($i + y?)) = _mQ2F>
Foo = —mQ x (9 x 7) = mQ?7,

Foy = —2mQ X T = 2mRO?Z x (sin(Q)Z + cos(Qt)g) = —2mQ>F.

Med dessa uttryck kollar man latt att rorelseekvationen mda,e = ﬁco + ﬁce ar uppfylld.
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. Beteckningar: Planets lutningsvinkel «. Skalets radie a. Skalets massa m. Skalets
troghetsmoment med avseende pa masscentrum I = (2/3)ma?. x = koordinat som anger
hur langt masscentrum rort sig utfor planet. w = skalets vinkelhastighet, positiv for
rullning utfor planet. N = normalkraften fran planet pa skalet. F' = friktionskraften
pa skalet fran planet. Rorelseekvationerna for skalets rotation kring masscentrum, for
dess translationsrorelse utfor planet, samt jamviktsekvationen i riktningen vinkelratt mot
planet ar, respektive:

lw = aF,
mi = mgsina — F)

N = mg cos a.



Nu har vi tva fall som maste behandlas var for sig, (a) skalet rullar utan att glida, och
(b) skalet bade rullar och glider.

I fall (a) har vi ett tvangssamband mellan z och w: & = aw. (Dessutom ger friktionslagen
en relation mellan F' och N: F < uN.) De tva rorelseekvationerna kombineras till en
ekvation utan F' och w elimineras ur den med hjilp av tvangssambandet. Resultatet blir
en ekvation som ger ett uttryck for accelerationen i fall (a):

i@ =mgsina/(m+1/a®) = (3/5)gsin o

I fall (b) har vi inget tvangssamband, men i stéllet ger friktionslagen i detta fall en ekva-
tion, F' = puN. Den bestammer tillsammans med jamviktsekvtionen ovan friktionskraften
till F' = umg cos a, och rorelseekvationerna ger acceleration och vinkelacceleration

Zp) = g(sina — peosa), wey = aF'/I = (3ug/2a) cos a.

Det aterstar att avgora ndr det ena eller andra fallet intraffar. I fall (a) maste frik-
tionskoefficienten vara tillrackligt stor for att forhindra glidning. Eftersom vi nu kénner
accelerationen kan vi berdakna friktionskraften ur rorelseekvationen och kolla friktionsre-
lationen. p > F/N = (sina — (3/5)sina)/ cosa = (2/5) tan av.

I fall (b) forutsitts skalet glida utfor planet. Vi kan kolla om skalets kontaktpunkts
acceleration utfor planet enligt var berdkning verkligen ar positiv. 0 < & — aw = & —
a*F/I = g(sina — pcosa — (3/2)pcosa). Detta kan skrivas p < (2/5) tan . Observera
att kriterierna for de tva faller &r komplementira. Det ger en rdknekontroll. Det ar
forresten enkelt men &nda meningsfullt att dimensionskontrollera slut-ekvationerna och
-relationen

. Kroppens troghetsmoment med avseende pa masscentrum ar, for symmetriaxeln I =
mr?, och for axlar vinkelrdta mot symmetriaxeln I, = m(r?+(?)/2. Eftersom inget yttre
kraftmoment med avseende pa masscentrum verkar pa kroppen sa maste den rora sig sa
att rorelseméngdsmomentet ar konstant. Jag infor ett rumsfixt cartesiskt koordinatsys-
tem (X, Y, Z) sa att rorelsemédngdsmomentet pekar i Z-riktningen, L=1L2Z. Z-riktningen
definierar den rumsfixa axel som ndmns i tesen. (Man kan ténka sig att Z pekar vertikalt
uppat.) Om man vill kan man begrénsa sig till fallet L > 0, for nér det ar avklarat kan
man latt ga till fallet L < 0 genom att dndra tecknet pa L och pa alla rotationsvektorer.
Jag infor ocksa ett rorligt cartesiskt koordinatsystem (x,y, z) sadant att kroppens symme-
triaxel pekar i riktning Z, och sadant att y alltid ligger i det plan som spéanns av Z och Z,
dvs Z = 2 cos @+ sin 0, dir 6 ar vinkeln mellan rérelseméngdsmoment och symmetriaxel.
Kroppens rotationsvektor maste ocksa ligga i detta plan, och brukar skrivas som spin plus
precession s& hir & = s + QZ. Observera att man kan byta tecknet pa symmetriaxel-
riktningen, § — 7 — 6, utan att dndra den fysiska situationen om man samtidigt byter
tecknet pa s. Darfor kan vi, om vi vill, begransa oss till cos@ > 0 eller till s > 0, men vi
kan inte gora bagge begransningarna samtidigt. Vi uttrycker nu rorelsemangdsmoment i
rotation och troghetsmoment, och far ett samband mellan vara parametrar fran villkoret
att rorelsemangdsmomentet skall peka i riktning Z.

J=(s+Qcosh)z+ Qsin by,

L= Ij(s+Qcosf)z 4 1, Qsin by =

LZ = LZcos® + Lijsiné.

= Ii(s +Qcosf)/(Lcosf) = 1,Qsinf/(Lsinb).



Av de tva olika uttrycken for impulsmomentet foljer att L = I, §2, och darmed L=1,9.
Precessionen uttryckt i ovriga parametrar blir
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0= = :
(I. —1Ij)cos (£ —r%)cosb

Av detta uttryck foljer bland annat att om axlarna definierats sa att § < /2 och om
¢ < rsaatt [, <Ij,dahar spin och precession motsatta tecken. Det beror pa att i detta
fall bildar & storre vinkel med symmetriaxeln an E, sa att vektorerna & och Z ligger pa
var sin sida om L. Nir & da uttrycks som summan av precession och spin, dvs en vektor
i riktning som L och en i riktning 2, da blir koefficienten for den senare, dvs spinnet,
negativt om precessionen ar positiv.

Sammanfattningsvis, for en axelsymmetrisk stel kropp som inte paverkas av yttre kraft-
moment pekar precessionsvektorn alltid som rorelsemangdsmomentet. Spinnet daremot
kan ha olika tecken beroende pa tecknet pa cosf (dvs symmetriaxelns och spinnets defi-
nition), samt pa tecknet pa I, — Ij.

. Banans storsta avstand fran jordens centrum, R + h, kallar jag r, och hastigheten da,
som ar horisontell, betecknas v. Energi- och rorelsemangdsmomentkonserveringslagarna
ger tva ekvationer som bestdmmer r och v.

L/m = Rvgcosa = ruv,
E/m=v5/2—v/R=v*/2—~/r.

Jag loser v ur forsta ekvationen och sitter in i den andra. Sedan multiplicerar jag med
r?/(R), och ersitter v3 R/(2y) med parametern z som definierades i tesen. Det blir en
andragradsekvation for r/R. Jag loser den och serieutvecklar 16sningen till linedr ordning
1.
(1 —x)(r/R)®> —r/R + 2 cos® a,
r 14+y/1—41—z)zco’a 1+ 1—2zcos’

— ~~ ~ 1+ xsin?a.

R 21— 2) 21— 2)

For sma hastigheter ar x liten och approximationen god, och resultatet kan skrivas
h =r— R = Rasin®a = v2sin®a/(2g), det vilkinda resultatet som giller nir gravi-

tationsaccelerationen &ar konstant och jorden platt.

Approximationen bor vara god nir x << 1. I det numeriska exemplet ar z = (8000)2/(2-
10 - 6400000) = 1/2, inte sa liten, och "exakta” och approximativa uttrycken ger x =
0.5121, h = 0.9123R = 581 mil, respektive h ~ Rz sin® a = 0.384R = 245 mil.



