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Instuderingsfragor

Inledning

Denna text innehaller ett antal instuderingsfragor som ar tankta att komplet-
tera och guida ldsningen av materialet i kursboken. Fundera igenom fragorna
infor och efter lasningen av respektive avsnitt.

For varje avsnitt ges ocksa nagot eller nagra representativa problem i
form av Veckans tal. Dessa ar typiska tentamensuppgifter och de illustrerar
den typ av problem som man bor sikta pa att kunna losa. Losningar pa dessa
uppgifter kommer att publiceras pa kurshemsidan allteftersom.

Christian Forssén, Goteborg, m, 2014
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5. Stelkroppskinematik i planet

Kap 5.1-3: Stelkroppskinematik, plan rorelse

Att fundera pa:

e Vad skiljer en stel kropp fran en partikel i kinematiskt hénseende (dvs
vad géller dess rorelse)?

e Vad innebar stelkroppsantagandet?

e Hur forenklar stelkroppsantagandet beskrivningen av rotationsrorelsen
for alla punkter i den stela kroppen?

Mer specifikt, vad blir hastigheten for en punkt A relativt en fix rota-
tionsaxel?

e Hur kan man beskriva en rotationsrorelse med en vektor? — Vad betyder
langden och riktningen pa rotationsvektorn?

e Vad géller speciellt for rotationsvektorn vid plan rorelse (rérelsen begransad
till planet, dvs tva dimensioner)?

Kap 5.4-6 : Relativ hastighet och acceleration

Att fundera pa:

e Repetera fran partikelkinematik hur rorelsen for en partikel A kan
beskrivas i termer av rorelsen for en annan partikel B samt relativ
rorelse.

e Betrakta specialfallet da A och B ar punkter som ligger pa samma stela
kropp. Vad galler speciellt for deras relativa roérelse? Hur ar den riktad
och vad ar dess storlek?

e Titta narmare pa hjulet pa en cykel som passerar forbi. Finns det
nagon punkt pa hjulet som momentant star helt stilla?

Hur forflyttar sig denna punkt?

e Hur ser den relativa acceleration for en punkt B relativt en annan punkt
A pa samma stela kropp ut?

Kan man generellt sdga nagot om riktningen pa denna acceleration vid
plan rorelse?
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Kap 5.7 — Stelkroppskinematik, plan rorelse — Roterande
koordinatsystem

Att fundera pa:

e [ detta avsnitt laggs grunden till var anvéndning av accelererande (icke-
inertiala) koordinatsystem. Var noga med att forsoka forsta centrala
begrepp som absolut rorelse och relativ rérelse och att skilja pa olika
typer av koordinater.

e Varifran uppstar de olika termerna som ingar i uttrycket for relativ
hastighet nar var observator i B befinner sig i ett roterande koordinat-
system?

e Varifran uppstar de olika termerna som ingar i uttrycket for relativ
acceleration nar var observator i B befinner sig i ett roterande koordi-
natsystem?

e Newtons rorelseekvationer galler enbart i ett inertial-system. Komp-
likationer uppstar darfér nar vi skall finna rorelseekvationer relativt
ett accelererande koordinatsystem. Hur kan detta problem oversattas
i termer av fiktiva krafter?

Diskussionsfraga

med skottarmen.

met)?

garna kvantitativ.

I en episod av programmet "Mythbusters’ testar programledarna en filmmyt
som sager att det ar mojligt att skruva en pistolkurva runt ett hinder mellan
skytt och maltavla genom att avfyra pistolen mitt i en snabb rotationsrorelse

Vad tror du sjdlv om denna myt (fundera helst innan du tittar pa program-

Hur hade man kunnat konstruera en situation sa att det vore mojligt att
utfora filmtricket (anvind din kunskap om roterande koordinatsystem)? Var

Rekommenderade lankar:

e Mythbusters: Is it possible to curve a bullet?

http://www.youtube.com/watch?v=p3MsILLzxXA (part 1)
http://www.youtube.com/watch?v=EFMQSdJXyF4 (part 2)
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Veckans tal 1: Relativ rorelse

Bilarna A och B kor genom en kurva (krokningsradie R) med lika stor fart
v.

(a) Bestdm hastigheten for bil A uppmétt av en observator i bil B, vars koor-
dinatsystem ar kroppsfixt och darmed roterar med rorelsen, vid 6gonblicket
som visas i figuren (da avstandet mellan bilarna ar d).

(b) Bestdm accelerationen for bil A uppmétt av en observator i bil B vid
ogonblicket som visas i figuren.

Veckans tal 2: Roterande koordinatsystem

Tyngdaccelerationen som uppmats i ett jordfixt koordinatsystem betecknas
med g. Pga jordens rotation skiljer sig g fran den verkliga gravitationsaccel-
erationen gy som hade uppmétts om jorden inte hade roterat. Antag (nagot
forenklat och felaktigt) att jorden &r ett perfekt klot och rdkna ut

(a) Skillnaden i storlek g — gy som en funktion av latituden ¢;

(b) Den maximala vinkeln mellan g och gg samt vid vilken latitud denna
intraffar.
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6. Stelkroppsdynamik i planet

Kap 6.1-3 — Stelkroppsdynamik, plan rorelse
Att fundera pa:

e Stelkroppsdynamik handlar om stela kroppens rorelse (translation och
rotation) som en konsekvens av externa krafter.

e Viktiga ingredienser att beharska ar:
(1) Frilaggningsdiagram (statikdelen) och
(2) Kinematiska uttryck for stelkroppsrorelse (forra kapitlet).

e Forsok forsta sambandet mellan en stel kropps totala rorelsemangdsmoment
och inforandet av den kroppsspecifika egenskapen troghetsmoment.

e Hur manga rorelseekvationer har vi for en stel kropps allmanna rorelse
i planet?

e Det finns tva sitt att omformulera vridmomentsekvationen sa att den
galler relativt en godtycklig, kroppsfix punkt P (dvs en punkt som
inte nédvandigtvis sammanfaller med masscentrum). Det ena séttet ar
sarskilt fordelaktigt om punkten P dessutom ar absolut fixerad, t.ex.
genom att kroppen roterar kring denna punkt. Varfor?

Kap 6.4-5 — Stelkroppsdynamik, rotation kring fix axel och
allman plan rorelse

Att fundera pa:

e Hur manga (skaldra) rérelseekvationer ges for allmén plan rorelse (trans-
lation + rotation)?

e Nir kan man anvinda Steiners sats for att rdkna ut ett troghetsmoment?
Rad vid problemlésning

e Val av koordinatsystem: Valj koordinatsystem beroende av rorelsen
och geometrin.

e Val av vridmomentsekvation: Notera att vridmomentet och rorelse-
méangdsmomentet inte nodvandigtvis ar enklast att berakna m.a.p. mass-
centrum.

e Tvangsvillkor: Eventuella tvangsvillkor leder till kinematiska samband.



Mekanik F, del 2 — Instuderingsfragor Christian Forssén, 2014

e Antal ekvationer: Vikan som mest ha fem ekvationer (tre rérelseekvationer
samt, med tvangsvillkor, tva kinematiska samband fran relativ accel-
eration)

e Kom dessutom ihag att vara noggranna med definition av kropp
att frildgga och att vara konsekvent med antaganden och defi-
nitioner.

Veckans tal 3: Stelkroppsrorelse i planet:
Rotation och translation

Fyra identiska tunna stavar (vardera med massan m) sitter ihopsvetsade
till en kvadrat enligt figur. Kvadratens hérn ar i sin tur ihopsvetsade med
en latt ring med radien r enligt figur. Denna stela kropp far sedan rulla
nedfér en sluttning med lutning . Bestam det minsta mojliga vardet pa
den statiska friktionskoefficienten som forhindrar glidning.
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Kap 6.6, 6.8 — Stelkroppsdynamik: arbete, energi, rorelse-
mangd, rorelsemangdsmoment

Att fundera pa:

Hér kommer vi att (ny)introducera gamla bekanta begrepp som ar-
bete, energi, rorelseméngd och rorelseméngdsmoment; men denna gang
beaktande stela kroppars rorelse

Den stora nyheten ar forstas rotationsrorelsen och vad den innebar for
ovanstaende storheter.

Vi kan notera att for en stel kropp kan det finnas olika punkter med
avseende pa vilka man valjer att berdkna rorelsemangdsmoment. Mass-
centrum ar ofta en sadan punkt, medan rotation kring en fix axel oftast
innebar en annan.

Den kroppsspecifika storheten troghetsmoment beror givetvis pa vilken
kroppsfix punkt som man utgar ifran.

I betecknar troghetsmoment map masscentrum medan I dr troghets-
momentet map en fix punkt O.

I detta kapitel betraktar vi plan rorelse vilket innebar att storheter
som rotationsvektor, vridmoment och troghetsmoment alltid ar riktade
vinkelrdat mot planet. I detta fall kan vi anvidnda skaldra storheter for
att beskriva dessa. I det allménna tredimensionella fallet maste vi
givetvis utnyttja vektorer.

Veckans tal 4: Arbete-energiprincipen

Ett homogent klot med radie R rullar (utan glidning) med farten V4. Klotet
traffar rakt pa ett vertikalt trappsteg, med héjden h, och rullar upp 6ver
det. Antag att den punkt pa klotet som traffar overkanten av trappsteget
ocksa sitter fast dar under en kort stund (fram till att klotets masscentrum
befinner sig rakt ovanfor trappstegskanten). Hérled ett uttryck fér den min-

sta hastighet som klotet maste ha for att komma Over trappsteget.
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7. Stelkroppsrorelse i rummet

Kap 7.1-6 — Allman stelkroppsrorelse i rummet. Kinematik
Att fundera pa:

e Det faktum att en rotation beskrivs med en rotationsvektor blir be-
tydligt viktigare nér vi inte langre har begransat oss till rotationer i en
given riktning. Dvs rotationer kan inte langre beskrivas som en skaléar
storhet.

e Om vi begrénsar oss till rotationer kring en fix axel galler i princip allt
vi har anvant nar vi har betraktat plan rorelse. Rorelsen for punkter i
kroppen uppfyller v,a L &, a.

Skillnaden mot plan rorelse ar att kroppens form kan variera langs rota-
tionsaxeln vilket leder till en mer allméan definition av “troghetsmoment”.

e For rotation kring en fix punkt har vi plotsligt mojlighet att andra
rotationsvektorns riktning. Rotationsvektorns rorelse kallas for preces-
s10n.

e Ett specialfall ar da w =konstant. Da galler att rotationsvektorns
precession €2 ges av sambandet @ = 2 x .

e Notera att rotationer inte dr kommutativa. Att rotera en stel kropp en
vinkel 6; runt en axel och sedan 6, runt en annan axel ar inte detsamma
som att utfora rotationerna i motsatt ordning: 61 + 0 # 0y + 6;.

e Rotationsvektorer kan daremot adderas som vanliga vektorer.

o Allman stelkroppsrorelse analyseras lattast med relativ rorelse. Ofta
utnyttjar vi roterande referensaxlar.

Kap 7.7-10 — Allman stelkroppsrorelse i rummet. Dynamik
Att fundera pa:

e Rorelseekvationerna for allmén stelkroppsrorelse i rummet ar t.ex.

S F=P

Sk
uttryckt i ett rumsfixt koordinatsystem. Man kan valja alternativa
vridmomentsekvationer och framforallt kan man skriva om dem 1 ett

kroppsfixt koordinatsystem (for att kunna utnyttja kroppens troghetsmatris,
se nedan).
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e Rorelseméangdsmoment: I tre dimensioner och med ett kroppsfixt ko-
ordinatsystem galler L = I, dar I ar en symmetrisk matris som kallas
troghetsmatrisen.

e Fran ovanstaende finner vi att rorelsmangdsmomentet i allmanhet inte
ar parallellt med rotationsvektorn.

e Det finns val av kroppsfixa axlar sa att alla deviationsmoment i I ar
noll. Dessa axlar kallas huvudtroghetsaxlar och I, I, I.. kallas hu-
vudtroghetsmoment.

e Kinetisk energi kan uttryckas som bestaende av translation av mass-
centrum plus rotation kring densamma. Alternativt kan den skrivas
som rotation kring en fix punkt.

e Begrénsar vi oss till rérelse i parallella plan sa kan vi valja w, = w, =
0,w, # 0. Vi far vridmomentsekvationerna

> My = —L. + 1w
Z My = - yzwz - Ixzwg

Z M, =1I,.0..
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Veckans tal 5: Stelkroppsrorelse i rummet:
Dynamiska variabler

Den bojda staven med homogen linjedensitet p roterar runt z-axeln med
konstant rotationshastighet w.

(a) Bestdm stavens rorelsemidngdsmoment m.a.p. punkten O, uttryckt i
det kroppsfixa koordinatsystemet x — y — z.

(b) Bestam stavens kinetiska energi.

Veckans tal 6: Stelkroppsrorelse i rummet:
Rotation kring fix axel

Betrakta en homogen stav med langden [ och massan m. Staven ar upphangd
i sin 6vre dnde, kring vilken den kan rotera fritt (se figur). Staven har satts i
rotation sa att dess undre &nde utfor en cirkelrérelse i horisontalplanet (dvs
staven ror sig med konstant vinkel € relativt vertikalaxeln). Finn vinkel-
frekvensen w fér denna rotationsrorelse.

10
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Kap 7.11 — Gyroskoprorelse

Att fundera pa:

Detta ar den mest icke-intuitiva delen av hela kursen —
ja antagligen av samtliga era fysikstudier fram till nu.

Nyckeln till att forsta gyroskoprorelse ér att en spinnande kropps rorelse-
méangdsmoment kommer att folja ett eventuellt palagt vridmoment.
Detta leder till att den spinnande kroppen beter sig pa minst sagt
ovantade satt.

Spinnvektorns rorelse kallas for precessionsrorelse. Denna kommer vi
att finna ar proportionell mot storleken pa det palagda vridmomentet
och omvant proportionell mot spinnrorelsens rorelsemangdsmoment.

Nagot forvanande kan vi i vissa fall ha en precessionsrorelse aven da
vi ej har nagot yttre vridmoment. Men da géller ett annat samband
mellan spinn- och precessionshastighet. Ett exempel ar jordklotets pre-
cessionsrorelse.

Spinnande objekt har en stabiliserande effekt. Det &r latt att cykla nér
man val vagar fa upp farten.

Gyroskop har aven diverse praktiska tillampningar. Stabiliseringshjul
pa passagerarfarjor, autopilot, gyrokompass.

“)J
Precession /fi

axis

c_ib |2 = v

M
Torque_,/} ~

axis

X

11
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Veckans tal 7: Gyroskoprérelse (6verbetygsdel)

Ett mynt som spinner kring en vertikal axel kommer snart att forlora energi
och borja wobbla pa bordsytan (se figur). Vinkeln § kommer gradvis att
minska tills myntet slutligen faller. Antag att denna process ar langsam
och betrakta en period da vinkeln 6 ar konstant. Vi kan ocksa anta att
masscentrum ar stillastaende. Myntets radie ar R. Myntet rullar utan att
glida och kontaktpunkten ror sig med frekvensen €2 runt bordsytan.

(a) Vad &r myntets vinkelhastighet uttryckt i det kroppsfixa zjzoxs-
systemet?

(b) Hur stor ar periodtiden for kontaktpunktens cirkelrorelse och vad hiander
da vinkeln 6 gar mot noll?

X2

12
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8. Svangningsrorelse

Kap 8.1-2, 8.4 — Svangningsrorelse (fria svingningar),
stelkroppssvangning

Att fundera pa:

En specialklass av dynamikproblem ar sa kallade harmoniska svangningar.

Rorelseekvationen fas genom att rita ett frilaggningsdiagram for ett
godtyckligt valt positivt virde pa rorelsevariabeln foljt av applikation
av Newtons andra lag.

Detta leder till en andra ordningens, linjéar differentialekvation. Repetera
garna dina kunskaper hur man loser en sadan.

Vilken betydelse har ett systems naturliga vinkelfrekvens?

Hur kan man modellera en dampande kraft och vilken effekt har denna
pa den oscillerande rorelsen?

For stelkroppssvangningar ar rorelsevariabeln ofta en vinkel och rérelse-
ekvationen fas ur vridmomentsekvationen. Det svingande systemets
troghet, som tidigare har varit den oscillerande partikelns massa, motsvaras
i detta fall av ett troghetsmoment.

For en analytisk 16sning av stelkroppssvangningar sa far vi ofta begransa
oss till sma svangningar sa att rorelseekvationen kan lineariseras.

13
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Veckans tal 8: Svangningsrorelse

Tva identiska stavar med langd [ &r ihopsvetsade i en rat vinkel enligt figur.
Den totala massan for de tva stavarna ar m och arrangemanget kan svanga
fritt kring en horisontell axel genom punkten O. Blocket B drivs av en extern
kraft. Bestam den kritiska svangningsfrekvens w. som resulterar i en kraftig
oscillation for stavarrangemanget.

/2 T 7 1/2

O]
o)

=
— k% k
=
—
—

-
-
—
-

1 !

ng =b sin wt

T

e Fundera pa vilka/vilken rorelseekvation som vi behéver?
e Vilken typ av rorelse utrattar den stela kroppen?

e Vi &r intresserade av sma svingningar och kommer foljdaktligen

att linearisera rorelseekvationen for sma vinklar. Vilken typ
av svangningsrorelse ar det som beskrivs av denna lineariserade
rorelseekvation?

14
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Kap 8.3 — Svdngningsrorelse (drivna svangningar)
Att fundera pa:

o [ detta avsnitt betraktas en speciell och viktig klass av vibrationer,
namligen dar svingningsrorelsen drivs av en yttre kraft F(t).

e Repetera giarna dina kunskaper i l6sningen av andra ordningens differ-
entialekvationer.

e Losningarna till den differentialekvation som beskriver rorelsen bestar
av tva delar: (1) homogenlosning och (2) partikulérlosning. Vad beskrivs
av respektive del?

e Hur definierar vi att systemet befinner sig i resonans och nar uppkom-
mer detta tillstand?

e Vikommer att finna den allménna differentialekvationen for svingningsrorelse
mi + ct + kx = Fysinwt,
med bade dampning och en drivande extern kraft. Denna ekvation kan

beskriva flera olika typer av oscillerande system med en frihetsgrad.

x = Rorelsevariabel (inte nédvandigtvis en langdkoordinat)
m, ¢, k = Parametrar som beskriver systemet (tréghet, dimpning,
respons)
Fy = Amplitud pa nagon drivande storning.

Att finna den rorelseekvation (och de approximationer) som ger ovanstaende
typ av differentialekvation ar ofta sjalva utmaningen. Losningarna ar
sedan generiska.

Rekommenderade lankar:

e Tacoma bridge

http://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs

Veckans tal 9: Driven svangingsrorelse # 1

En person gar med konstant fart rakt osterut pa en vandskiva som roterar
moturs med konstant vinkelhastighet w. Finn ett uttryck for personens
lageskoordinater relativt marken.

15
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Veckans tal 10: Driven svangingsrorelse # 2

Rérelsen hos den yttre vagnen A i figuren ges av x4(t) = asinwat. For vilka
frekvenser w4 kommer amplituden for massan m:s svangningsrorelse relativt
vagnen A att vara mindre &n ca, dar c ar ett positivt reellt tal ¢ > 17

TA = asinwat

16



Mekanik F, del 2 — Instuderingsfragor Christian Forssén, 2014

A. Analytisk mekanik

Analytisk mekanik, kap 1-4 - An Introduction to Analytical
Mechanics (March 2010), M. Cederwall and P. Salomonson

Att fundera pa:

e | Newtonsk mekanik beskrivs rorelsen for en partikel under inverkan av
en kraft av ‘ )
p=mr=F,

Denna rorelseekvation kan inte harledas — den ar ett postulat!

e Vi har ocksa stott pa denna ekvation i olika forkladnader:

— Uttryckt i olika mer eller mindre besvarliga koordinatsystem
— Arbete-energi principen
— Impuls-rorelsemangd
— Impulsmoment-rorelsemangdsmoment
e Visgkall nu introducera en alternativ formulering av den klassiska mekaniken
— den sk analytiska mekaniken. Vi kommer att formulera Lagranges ek-

vationer — som néastan pa ett magiskt satt ger rorelseekvationerna for
ett system oberoende av val av koordinater.

e Denna forsta forelasningen kommer att agnas at att plocka ihop den
verktygslada som behdvs for att formulera Lagranges ekvationer. Vi
kommer att introducera nagra nya begrepp:

— Generaliserade koordinater
— Generaliserade hastigheter
— Generaliserade krafter

— Generaliserad rorelsemangd

17
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Analytisk mekanik, kap 5—6 - An Introduction to Analytical
Mechanics (March 2010), M. Cederwall and P. Salomonson

Att fundera pa:
e Lagranges ekvationer kan betraktas

— ...som en foljd av Newtons andra lag

— ...som en konsekvens av Verkansprincipen
e Arbetsgangen vid problemlosning med Lagranges ekvationer ér féljande:

1. Bestam antalet frihetsgrader och vialj en lamplig uppsattning gen-
eraliserade koordinater ¢*, ¢?, ..., ¢".

2. Teckna uttryck for kinetisk samt potentiell energi i termer av ¢ och
q. Notera att rorelseenergin skall ges relativt ett inertialsystem!

3. Bilda Lagrangianen L =T — V.

4. Satt upp och 16s Lagranges ekvationer

4oL IL
dtog  O¢t

i=1,...,N

vilket allmént kommer att involvera N st kopplade andra-ordningens
differentialekvationer.

e Lagranges ekvationer kommer att visas vara en konsekvens av ett mer
fundamentalt postulat: Verkansprincipen. Denna séiger att ett sys-
tems dynamik ¢(¢) karakteriseras av en stationérpunkt hos verkan S[q(t)].

e Funktionalbegreppet och variationskalkyl ar tva viktiga matematiska
redskap som kommer att anvindas.

18
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Veckans tal 11: Analytisk mekanik (6verbetygsdel)

En homogen cylinder med massan 2m samt radien R ligger pa en horisontell
bordsskiva sa att ena dndytan precis sticker ut. I centrum pa denna cirkulara
dndyta sitter en homogen smal stav (massa m och lingd 2R) fritt ledad i sin
ena ande. Den ar alltsa upphéngd sa att den kan pendla i ett vertikalplan
vinkelrétt mot cylinderaxeln (se figur). Bestdm periodtiden for denna pen-
delrorelse (sma sviangningar) under antagandet att cylindern rullar utan att
glida.

Veckans tal 12: Analytisk mekanik (6verbetygsdel)

En wviktig princip inom fysiken dar att symmetrier (dvs invarians under speci-
fika transformationer — rotation, tidsforflyttning etc) dr direkt relaterade till
konserveringslagar (rérelsevariabler som inte dndras). Nedanstaende dr ett
exempel pa detta och hur man kan visa det med Lagranges formalism.

Betrakta storheten N
oL
E= - .i — L7
(Z 8g; ! >

dar L = L(q, q,t) ar Lagrangianen for ett system med N frihetsgrader och
¢, ¢; ar generaliserade koordinater och hastigheter.

(a) Ovanstaende storhet motsvarar (i de flesta fall) ett systems totala
mekaniska energi. Visa explicit att detta pastaende ar sant for en partikel i
rummet som beskrivs med cartesiska koordinater xyz och en allman poten-
tiell energi V(z, vy, 2).

(b) Visa nu att Lagranges ekvationer ger att E (enligt definitionen ovan) ar
en konserverad storhet om Lagrangianen ej har nagot explicit tidsberoende

(dvs AL/t = 0).

19
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Svar pa Veckans tal

L. (a) UArel = UA — W X FA = —<2U -+ U%)f
(b) 6Arel =ay— 200 X gArel — X ((Ij X FA) = —(QE + =

2. (a) £ =1—wcos® ¢+ 0O(z?). T uppgiften eftersdktes g — gy ~

g
— o cos> .

(b) Vid latituden 45° blir detta 0,ax = x/2+0(2?) (= 0.015°).

F
it A %tan@

7. (a) & = Qsinbi,.

(b) T'=m, /%. Vi noterar att periodtiden gar mot noll da
6 — 0, dvs myntet wobblar allt snabbare.

— _ 6 (2k g
8~ We = Wresonans — 5 (E + 7)

9. (z,y) = (Acos(wt + @), asin(wt + @) + v/w), vilket beskriver
en cirkel med centrum i punkten (0,v/w). Konstanterna A,
¢ ges av begynnelsevillkoren (xg, yp).

wa < wa <
10, 22 < /1 eller >N/

_ 13R

12.  (a) Definitionen i uppgiften ger £ =T + V.

oL

(b) Mha Lagranges ekvationer kan man visa att Z—? = =%

20



