Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 26/8-2006.

1. De 12 pastaendena &r riktiga (R) respektive felaktiga (F) enligt foljande lista:
FRFR FRFR RRFF

2. Forutsatt att kon inte slinter, sa paverkar den bollen med en horisontell stotkraft. Den
ger bollen en impuls S i kontaktpunkten. Om bollen ar i vila fore stoten, sa har den alltsa
rorelseméangd S at vanster och rorelseméngdsmoment med avseende pa sitt masscentrum
(h — a)S moturs alldeles efter stéten. Stoten ger inga reaktionskrafter fran underlaget
eftersom den &r horisontellt riktad. Rorelseméngd
och rorelsemangdsmoment bestammer kulans
masscentrumhastighet och rotation

muv, = —9, T
Iqw = (h—a)S.

For att kulan inte skall glida maste hastigheten i kontaktpunkten vara noll

v, + aw = 0.

Elimination S och v, mellan dessa tre ekvationer ger ett samband dar dven w kan forkortas
bort, sa att man far

(h—a) =Ig/(ma) = (2/5)a.

For sista likheten anvandes uttrycket for homogent klots troghetsmoment med avseende
pa masscentrum I = (2/5)a®. Sokta hojden ar alltsa: h = (7/5)a.

3. I potentialuttrycket dominerar andra termen nér r &r litet, och ger da en avtagande
funktion av r. For stora r dominerar forsta termen och medfor att potentialen da ar en
vixande funktion av r. Darfor har potentialen (minst) ett minimum. Néra minimet kan
potentialen approximeras med ett andragradspolynom som beskriver rorelsen i radiell
led som harmonisk svangning. Minimipunkten bestdms genom att sitta derivatan av
potentialfuntionen till noll. For att bestamma approximativa uttrycket deriverar man
sedan ytterligare en gang. Sa har:

V) ~ Vo) + %V”('f’o)('r’ S dir V() = 0.
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Enligt formler for vinkelfrekvens och svangningstid vid harmonisk svangning har man

w? =V"(ro)/m; T="—=2m|—.

Detta ar precis samma uttryck som det for omloppstiden. Det betyder att efter varje varv
aterkommer planeten, i denna approximation atminstone, precis till utgangspunkten.



4. Ett satt att rakna oberoende banparametrar ar foljande. Kometen ar en partikel i tre
dimensioner. Rorelseekvationernas losning innehaller darfor sex integrationskonstanter,
dvs sex oberoende parametrar. Tva av dessa bestdmmer banans plan. Vi vet att banan
ar en ellips i detta plan. Storaxelns riktning ar en parameter, kometens position i banan
vid tiden noll en annan. Alltsa behdvs tva oberoende parametrar till for att bestdmma
rorelsen fullstandigt.

Av de fem uppgifterna i texten handlar en om banplanets orientering. Den ar oberoende
av de andra uppgifterna. De fyra andra uppgifterna handlar om banans form och storlek
och om hastigheten. De ar oberoende av banans orientering och av positionen i banan
vid tiden noll. Dérfor beror de bara av de tva sista oberoende parametrarna i stycket
ovan. Svaret pa forsta fragan ar alltsa tre.

Och det blir 5-3=2 oberoende samband att kontrollera. Detta kan forstas goras pa flera
olika sitt. Till exempel bestdms bade excentriciteten e och omloppstiden T av storsta
och minsta avstandet, r,.. och r,;,. Sambanden kan tex skrivas

Tmax + Tmin = 2(1,,
Tmax — Tmin = 20€, MyG(T/27)? = a®.

Nér man kontrollerar dem kan det vara lampligt att forsoka uttrycka den kvantitet som
angivits med minst noggrannhet, eller den som &ar minst kanslig for fel i de 6vriga parame-
trarna, i de Ovriga parametrarna. De tva forsta sambanden ger

l—e= 2<Tmin/rmax>/<1 + Tmin/rmax)-

De givna uppgifterna ger hogerledet med 3 siffrors noggrannhet, men vansterledet med
bara 2. Darfér anvander jag sambandet till att bestamma excentriciteten. Resultatet blir
e = 0.9672, i utmarkt overensstammelse med den givna uppgiften e = 0.967.

Den sista ekvationen, Keplers tredje lag, anvénder jag till att berdkna a fran T'. Resultatet
dr a = 17.81 AU, att jamfora med a = 17.84 AU, som forsta ekvationen ger. Aven
har ar overensstammelsen god. Om man antar att alla givna numeriska varden &r ratt
avrundade, sa ligger gransen dar man skulle borja oroa sig for att siffrorna inte passar
ihop ungefar vid 7 enheters skillnad i sista siffran.

Ett alternativt satt att kontrollera Keplers tredje lag for kometen ar att dividera den med
Keplers tredje lag for jorden. Man uttnyttjar da att de givna sifferuppgifterna forutsatts
konsistenta med Keplers tredje lag for jorden. Detta satt dr numeriskt lattvindigare:

(T/T2)* = (a/ag)?; (%(35.1 +0.586))%/75.3% = 1.002

5. Jag borjar med specialfallet a = b, och infor ett koordinatsystem sadant att kroppens
vinkel ligger i origo, och de biagge skdnklarna i riktningarna & 4+ ¢ och & — ¢, se nasta
sida. Det ar valt sa att troghetstensorn, pga kroppens symmetriska lage, ar diagonal i
detta koordinatsystem. De bédgge skanklarnas masscentra ligger mitt pa skanklarna, i
(1,41)a/+/8, och hela kroppens masscentrum mitt emellan dem, i (1,0)a/v/8. Kroppen
ar invariant under spegling i xy-planet. Darfor ar deviationsmomenten I, och I, noll.
Den ar ocksa invariant under spegling i z-axeln. Darfor ar ocksa I, noll. Dessa symme-
triargument fungerar lika bra for troghetstensorn med avseende pa masscentrum som for
troghetstensorn med avseende pa origo. Fran definitionen av troghetsmoment finner vi hu-



vudtroghetsmomenten med avseende pa masscentrum
Iue = 20 / (6/v/2) d = od® /3,
0
a/2
Iy, = 2@/ (0/V/2)* dt = ga®/12.

—a/2

Eftersom kroppen ligger i ett plan ar det tredje hu-
vudtroghetsmomentet Ig,. = Igze + Iay, = 0a°5/12. Efter-
som alla huvudtroghetsmomenten ar olika sa finns inga andra
huvudtroghetsaxlar &n z, 9, och Z. Svaret pa forsta fragan ar
alltsa nej, atminstone nar a = b. Man kan ocksa dra slutsat-
sen att svaret i allménhet ar nej ocksa nar a # b.

Nu antas kroppen rotera kring axeln genom nedre skénkelns spets och masscentrum. Det
betyder att rotationsvektorn pekar i riktningen (1,0)a/v/8 — (1, —1)a/v/2 = (—1,2)/V/8.
Den kan d& skrivas & = (—1,2)w/v/5. Kroppens rorelsemingdsmoment kan nu beriiknas

oa’w

6v5

Det ar beraknat med avseende pa masscentrum, men eftersom masscentrum inte ror sig
ar det oberoende av momentpunkten. Om kroppen fortsatter att rotera kring sitt mass-
centrum med rotationsvektorn &, vars riktning ar konstant bade i rummet och relativt
kroppen, sa kommer rérelseméangdsmomentet L att vara fixt relativt kroppen, dvs rotera
med vinkelhastigheten & i rummet. Da kraver rorelseméngdsmomentlagen att kroppen
paverkas av ett kraftmoment M =&xL. Rorelsemingdsmomentets storlek ar L = a3w /6,
och dess vinkel 6 mot vertikalen i figuren kan bestammas genom skalarmultiplikation med
rotationsvektorn, med resultatet cos(f) = 4/5, 6 ~ 37°.

Anm 1: En alternativ och mer systematisk metod, som fungerar &ven nar man inte hittar
nagra symmetriargument, ar att forst berdkna troghetstensorn i nagot lampligt ortog-
onalt koordinatsystem. Sedan kan man bestamma dess egenvarden och den ortogonala
transformation (=rotation) som goér den diagonal. Hur detta gors forklaras i kursen i
linear algebra.

Anm 2: Att axeln genom masscentrum och ena skiankelns spets inte ar en huvudtroghetsaxel
for nagot vérde pa a/b kan man se sa har. Kriteriet for att den skall vara det &r att I, =0
i koordinatsystem med y—axel = rotationsaxeln, se figuren. Origo kan valjas var som helst
pa rotationsaxeln. Enligt definitionerna av troghetstensor och

L = (Igaowa, Iayywy) = (=2,1)

masscentrum galler Y
Summorna &ar over alla masspunkter (=atomer) som krop- G

pen bestar av. Att [, inte beror av var pa rotationsaxeln
man valjer origo ar latt att se ocksa algebraiskt. Flyttning
av origo innebar addition av andra ekvationen, multiplicerad
med flyttstrackan. Jag valjer skarningspunkten med ovre
skankeln till origo. Da ser man medsamma att I, < 0, for
alla termer i summan ar < 0.




2. Alternativ 16sning till uppgift 2, inspirerad av studenternas. Antag att vinkelhastigheten
moturs ar w, stotkraften F, normalkraft och friktionskraft fran underlaget N och F¥,
samt friktionskoefficient mot underlaget p. Biljardbollens rorelseekvationer, villkoret for
ingen glidning mot underlaget, friktionslagen, samt troghetsmoment med avseende pa
masscentrum kan skrivas

mi = Fy — F,

0= N —mg,
Iew = (h—a)F +aFy
= —aw, N
|Fy| < N,

I = 2a2/5. F &)

Vi anvander 4 av dessa ekvationer till att elimi- Fy
nera de 4 kvantiteterna I, N, w, . Da aterstar mg
en olikhet och en ekvation som kan skrivas

| Fy| < pmyg
(Ta/5 — h)F = (Ta/5)F}.

Stot innebar mycket stor kraft F' under mycket kort tid. Friktionskraften ar daremot
begrinsad av olikheten, till att vara inte mycket stor. Den sista ekvationen &r darfor
vanligen inte uppfylld. Det som da hander ar att kulan glider, sa att en av de ekvationer
vi startade med var fel. Undantaget &r om |7a/5 — h| ar tillrdckligt litet. Hur litet beror
av bl a F' och u. For att ekvationen skall vara uppfylld for alla o (dven g = 0) maste
man ha h = 7a/5. Detta ar alltsa det riatta svaret pa uppgiften.

Ett svar sadant som h = (7a/5)(1 — F;/F) &r fel, darfor att det inte svarar pa fragan i
uppgiftstexten, eftersom F inte ar oberoende av friktionskoefficienten utan begransad av
friktionslagen.



