Forslag till 16sning pa inlamningsuppaift i Mekanik F del B 1998, omgang 1

Lat fijadern/staven bestd av N stycken masspunkter, vardera med massan m/N, forbundna
med sina grannar (och de fixerade vaggarna) via N + 1 stycken latta fjadrar, vardera med
fiaderkonstanten (N +1)k, dar m ar stavens hela massa, och k dess fjaderkonstant (kom ihag,
och forstd, att den inversa fjaderkonstanten adderas vid “seriekoppling” av fjadrar). Kalla stavens
langd for L.

Vi vill forst skriva ned lagrangefunktionen for systemet. Den kinetiska energin harror helt fran
massornas rorelser, dvs. om forskjutningarna fran jamviktslagena kallas y;, i=1... N, sa ar
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Den potentiella energin sitter i fjadrarna, vars forlangningar ar skillnaden mellan férskjutningarna
hos de narliggande massorna, sa att
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Vi tanker nu pa {y;} som en diskret approximation till en kontinuerlig funktion y(x) som ger
forskjutningen y i en kontinuerlig stav som funktion av en langsgaende koordinat x (= parametris-
erar den odeformerade staven), sa att y(iNLﬂ) = y;. Vi kan ocks& approximera derivator pa y(z)
med
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Integraler 6ver z-koordinaten approximeras med Riemann-summor. De integraler som reproduc-
erar strukturen hos summorna i kinetiska och potentiella energierna ar:
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(vill man vara riktigt petig kan man satta yo = 0 = yy 1 Sa att den andra integralen fungerar i
andarna).

Genom att jamfora ekvationerna (1.1) och (1.2) med ekvation (1.3) kan man alltsa skriva energierna
i kontinuumgransen som
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sa att lagrangefunktionen blir
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Rorelseekvationen (“faltekvationen”) for forskjutningen ar
jla) —uy"(z) =0,

daru = \/%. u har ratt dimensioner for att vara en hastighet. Att den ar ljudhastigheten i mediet
kan vi se genom att observera att varje vag av formen y(z,t) = f(z & ut) ar en l6sning (sa lange

den inte krockar med nagon rand).

Parametrarna k och M beror ju p& stavens geometri, men vi kan uttrycka dem i termer av ma-
terialegenskaper. Fjaderkonstanten ar proportionell mot tvarsnittsarean och omvant proportionell
mot langden pé staven, k = EA/L, dar E ar elasticitetsmodulen. Massan ges av M = LAp, dar
o ar densiteten. Inséttning i uttrycket ovan for ljudhastigheten ger
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DA stavens andar ar fixerade, sé att forskjutningen y ar noll iandpunkterna, kan vi anséatta en

l6sning y(x,t) = ", ya(t) sin 272, Inséttning av ansatsen i rorelseekvationen ger en ekvation

fér varje mod i utvecklingen, i, + (%)Zyn = 0. Lésningarnas vinkelfrekvenser kan l&sas av direkt,

Wy = X% =y [ L



Jag tankte tillverka min fiktiva stav av aluminium. Jag har med avsikt tagit data fran olika stallen, for
att inte riskera att ndgot av vardena ar utraknat. Densiteten for aluminium ar ungefar 2700 kg/m3,*
och elasticitetsmodulen 7.3x10'° Pa.f Ljudhastigheten &r ungefar 5100 m/s.f Den ljudhastighet
man raknar ut frAn E och p blir c:a 5092 m/s ~ 5.1 km/s. Bra dverensstammelse.

For att den lagsta frekvensen i min stav skall vara 440 Hz, maste den ha en langd pa c:a 5.8 m.

/Martin Cederwall, 23 mars 1998.

* http://ww.apo.nmsu.edu/Telescopes/SDSS/eng.papers/19950926_ConversionFactors/19950926_MProperties.html

t http://bvsd.k12.co.us/schools/BHS/science/physics/reference/measured/elastic.html

t http://teacher.nsrl.rochester.edu/phy_labs/Speed_of_Sound/Speed_of_Sound.html



