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FORORD

Detta kompendium &r tankt att anvindas i kursen Vektorfalt och klassisk fysik i arskurs 2 pa Teknisk fysik, Chalmers.
Det kan mojligen ha andra anvéndningsomraden, for vilkas foljder forfattaren inte ansvarar. Tja, forfattare och
forfattare... Texten bygger pa foreldsningsanteckningar fran kurstillfallet 2009, men &r delvis ganska omarbetad
jamfort med dessa. Manga exempel och problem dr hamtade fran ett 6vningskompendium av Ulf Torkelsson, som
i sin tur till delar bygger pa &ldre tradition (men ofta forandrade for att Gverensstdimma med konventioner och
metoder i teoriavsnitten). Jag vill tacka alla pa institutionen for Fundamental fysik, pa Fysik GU och pa den
tidigare institutionen fér Teoretisk fysik som har varit delaktiga i denna tradition, inte minst Ulf Ottoson, Olle

Brander, Ulf Torkelsson och Henrik Johannesson.

Kapitlen 1-g och 12 utgor kdrnan i kursen, medan resterande kapitel behandlar fysikaliska tillimpningar. Dock
kan dven de grundlaggande teoretiska avsnitten i viss man fordjupas i de tillampade kapitlen. Vissa kapitel och
delkapitel dr markerade med en asterisk (*). Det betyder att de av olika skél dr att betrakta som &verkurs, och
alltsa inte examineras i kursen Vektorfélt och klassisk fysik. Ovningsuppgifter ar samlade efter varje kapitel. Sa
gott som alla rakneuppgifter har svar i det facit som finns pa slutet. Uppgifter markerade med * kan betraktas som
overkurs, uppgifter som innehaller orepresentativt komplicerade element, eller uppgifter som rekommenderas fér den

sarskilt intresserade.

Det forutsétts att studenten behérskar grundlaggande analys i en och flera variabler, samt linjar algebra. Vissa

begrepp fran Newtonsk mekanik anvéinds, bade for att underbygga teorin och som exempel.

Det finns manga vagar for vidare studier efter denna kurs. Naturliga fortsattningar ar en kurs i Fourieranalys,
och déarefter kurser i partiella differentialekvationer och matematisk fysik. Tillimpningarna ar for manga for att

rakna upp. De exempel som ges kan utgora en fingervisning.

Nagra ord om notation: De sfiriska koordinaterna betecknas genomgéaende r8p och de cylindriska ppz. (Beteck-
ningen p anvands t.ex. for densitet, kalltdthet och laddningstathet, medan ¢ brukar beteckna ett skaldrt falt.) “log”
betyder alltid den naturliga logaritmen. En hatt 6ver en koordinat, t.ex. 7, betecknar den normerade basvektorn as-
socierad med koordinaten. I 6vrigt noteras vektoriella storheter med bokstaver med pil 6ver, t.ex. 17“, . Vad betraffar
fysikaliska storheter har jag forsokt att vilja vedertagen notation. Kéll- och virveltdtheter noteras i enlighet med
sina elektromagnetiska exempel: p for kalltathet, g for kalla; 7 for stromtéathet, J eller J for strom. Ytkilltdthet
skrivs o, vilket torde vara standard. For linjekélltdthet finns ingen dominerande konvention. Ibland ses 7; jag har

valt k for att undvika sammanblandning med den vanliga notationen 7 fér kurvans parameter.

Detta kompendium tillignas med tacksamhet Gosta Wahde (1932-2010), min ldrare i bl.a. flervariabelanalys.
Martin Cederwall, juli 2010

I andra upplagan, 2011, har mindre férdndringar skett. Det ror sig framst om korrektioner av fel som smugit sig
in hir och dér, men ibland ocksa om féréndringar i texten. Stort tack till alla som uppmérksammat mina misstag,
framfor allt till Sten Salomonson for noggrann ldsning. Numreringen av uppgifterna skiljer sig fran den i forsta
upplagan. Detta av anledningen att jag forsokt ordna uppgifterna sa att de tidigare i varje kapitel skall vara mer
inbjudande &an i forra upplagan. Nagra uppgifter har tillkommit.

Martin Cederwall, augusti 2011
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1. FALT OCH DERIVATOR

1.1. SKALARFALT OCH VEKTORFALT, GRADIENT

Féltbegreppet ar viktigt inom sa gott som alla grenar av fysiken. Sa snart man har nagon fysikalisk
storhet vars vérde beror pa laget i rummet (och eventuellt tiden) kan man tala om ett falt. Vi
kommer att se manga exempel under kursen: hastighetsfalt, kraftfalt, elektromagnetiska falt, de-
formationsfalt, temperaturfalt,...

Skalért falt: ¢(7,t) eller ¢(7).

Vektorfilt: F(7,t) eller F(7).

Paminnelse: “Skaldr” betyder att vardet &r oberoende av vilket koordinatsystem storheten
observeras fran. Temperatur, t.ex., dr en skaldr, men projektionen av en vektor pa en koordinataxel
&r inte en skalir. En vektor F = 2F, + 9Fy + ZF, ar densamma i alla system, vilket betyder att

komponenterna transformeras med en ortogonal matris vid byte av ortonormerat system. Vilken
uppsattning som helst av tre tal &r inte en vektor.

Skaléra falt och vektorfilt ar specialfall av tensorfilt, som vi kommer att titta pa senare i

kursen.

I ett Cartesiskt koordinatsystem har man partiella derivator %, a%, 8%' Ofta skriver vi “0,”,
vilket betyder samma sak som a%' Vi har vektoroperatorn

V =20, + 30, + 20, (1.1)

(utldses “nabla” eller “dell”). Dessutom har man forstas tidsderivatan %, da man har tidsberoende
falt. Det mesta som gors i den tidigare delen av detta kompendium kommer att réra tidsoberoende
falt, eller, om de har ett tidsberoende, féaltens beteende vid en viss tidpunkt. Med undantag av
vissa avsnitt (speciellt kapitel 4.2) kommer tidsberoende f&lt in pa allvar forst i kapitel 10.

1.2. SKALARFALT, RIKTNINGSSDERIVATA, NIVAYTOR

Ett skaldrt falt representeras alltsa av ett tal i varje punkt. Exempel pa sadana falt ar temper-
atur, tryck, elektrisk laddningstdthet. Om vi tar reda pa hur filtet ¢ &ndras ndr man &ndrar
koordinaterna litet, far vi

d¢ = dx0,¢ + dyOy¢ + dz0,¢
o6 06 0 (1.2)

= (dz,dy,dz) - (%, &’%) =d7-Vo¢,

déar vektorfaltet Vo = (%, %, %) kallas gradienten av ¢ (noteras adven grad¢). Riktningsderivatan
av ett falt ¢ i riktningen given av en enhetsvektor 7 definieras som 7 - V. Enligt ekv. (1.2) ger
den dndringen av ¢ per langdenhet vid férflyttning i den riktning i vilken 7 pekar.
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Ofta definierar man, utgande fran ett skaldrfilt ¢, som da kallas potential, ett vektorfilt
F = —V¢, som kallas faltstyrka (det har méngder av tillaimpningar, varav vi kommer att se flera
i kursen; fran mekaniken kan man minnas konservativa kraftfalt).

For att fa en bild av faltet kan man rita faltlinjer, som ar
de kurvor som har —V¢ som tangent i varje punkt. Man ta-
lar ocksa om nivaytor eller ekvipotentialytor, som &r ytor pa
vilka ¢ tar samma virde 6verallt (beroende pa vilken fysikalisk
storhet som beskrivs av det skalara faltet kan andra namn
anvindas: isotermer for temperatur osv.). Dessa ytor ar alltsa
l6sningar till ekvationen ¢(7) = ¢g for nagot (konstant) ¢o.
Om ¢ &r en tangentriktning till nivaytan i punkten 7, bety-
der det att t- V¢ (7) = 0. Filtlinjerna skéir alltsa nivaytorna
vinkelratt. Figuren visar som exempel faltlinjer och ekvipo-

tentialytor for det elektrostatiska féltet fran tva lika stora och

motsatta laddningar.

1.3. VEKTORFALT, FALTLINJER

Ett vektorfilt beskriver pa samma sétt en fysikalisk kvantitet som i varje punkt i rummet ar en
vektor. Exempel pa sadana kvantiteter dr hastigheten i en strommande fluid, den elektriska och
den magnetiska faltstyrkan, och den elektriska stromtéatheten. Geometriskt kan vi representera ett
vektorfalt genom att konstruera faltlinjer. For att forsta vad en faltlinje &r kan vi borja med att
ténka oss ett vektorfalt @(7), som representerar en hastighet i en fluid. Vi later for enkelhets skull
flédet vara tidsoberoende (stationért). En testpartikel (eller en liten del av fluiden) foljer da en
bana som beskrivs av

A
T () - (13)

Analogt med detta definierar vi en faltlinje som den bana vi far genom att folja med ett godtyckligt

vektorfilt F' som om det var ett hastighetsfalt. Ekvationen for ett sadant vektorfalt ar

= CF(7(r)) , (1.4)

diar C dr en godtycklig konstant (dvs. du kan vélja den som du sjalv vill, saldnge du inte sitter
den till noll), och 7 &r en parameter for att numrera punkterna langs faltlinjen. Genom byte av
parameter ses att man kan lata C' vara en godtycklig funktion av 7 (som inte tar virdet noll).

Det &r bra att tidigt vénja sig vid att visualisera filt av olika slag, bade i huvudet och grafiskt
med penna eller dator. Vid problemlésning kan man ofta fa resultat som ar matematiskt relativt
komplicerade, och det ar da enkelt och lampligt att kontrollera genom att lata datorn rita faltet.
Nagra exempel finns i facit, men det &r bra att gora detta till en vana. Tvadimensionella bilder ar
oftast vil sa upplysande som forsok till tredimensionell visualisering. Om vi atergar till exemplet
med tva laddningar, ar det tvadimensionella utsnittet i bilden pa foregaende sida vél sa informativt



CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK

som nedanstande forsok att visa tredimensionella bilder av falt och nivaytor. Den tredje figuren
visar, alternativt till bilden pa foregaende sida, ett tvadimensionellt utsnitt, dir potentialens vérde
ritats pa den vertikala axeln. Vilj sjdlv med omdome vilken typ av illustrationer du tycker fungerar

bést i olika sammanhang.

Detta ger oss differentialekvationerna

{

Vi véljer nu C = a/Fyp, sa att ekvationerna blir

{

)

d

(1-5)
- 611;‘02 )
— CF @ (1.6)
=CFy .
=, :—f = a. Dessa har l6sningarna
= xpe” ,
at + Yo , (7)

dér g och yo ar den punkt pa faltlinjen dar = = 0.
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1.4. DIVERGENS OCH ROTATION, LAPLACEOPERATORN

Om vektoroperatorn V skall verka pa ett vektorfélt F , kiinner vi till tva mojligheter. Vi kan bilda
en skalar som divergensen V - F eller en vektor som rotationen V x F (dessa noteras ofta ocksa
divF respektive rotﬁ). Det ar rattframt att skriva ned dessa i ett Cartesiskt system:

V-F=08,F,+8,F,+0.F, ,

—

- (1.8)

= 2(0yF, — 0.Fy) + 4(0.Fy — 0. F.) + 2(0, F,) — 0y Fy)

;;q@@@>
IS

(sa smaningom skall vi se att det finns ytterligare ett sitt att lata en derivata verka pa en vektor;
resultatet #ir da en symmetrisk tensor). Vi kan ocksa definiera den viktiga Laplaceoperatorn V2 = A
verkande pa ett skaldrt falt som

Ap=V Vo= (240, +02) . (1.9)

Divergens kan grovt talat forstas som ett kvantitativt matt pa att faltlinjerna “gar isér”,
divergerar. Om vi tar som exempel faltet ¥ = xZ + yy + zZ, som pekar radiellt utat, ser vi att dess
divergens ar V- ¥ = 3, medan dess rotation ar noll, V x 7 = 0. Pa liknande vis kan rotation férstas
som att faltet “snurrar runt”. Ett exempel ar hastighetsfiltet for en roterande kropp: © = & x 7.
Med & = wZ fas @ = w(—y& + zy) och rotationen blir V X @ = 2wz, medan divergensen ar noll,
V-u=0.

7
\‘/

Sjalvklart kan man tala om en riktningsderivata &dven av ett vektorfalt. Komponenterna av
riktningsderivatan av F ir riktningsderivatorna av komponenterna av F. Riktningsderivatan i
riktningen 7 av F ar (7 - V)ﬁ . Likasa kan man tala Laplaceoperatorn pa ett vektorfilt, AF =
V.-VE = (82 + 92 + 92)F. Sammantaget kan man helt enkelt betrakta V som en vektoroperator.
Riktningsderivatan (pa skaldra félt savil som pa vektorfilt) dr 7 - V och Laplaceoperatorn ar
A=V-V.

UPPGIFTER

1.1. Beskriv nivaytorna till f(z,y,z) = 4z + 3y — 12z + 8.
1.2. Beskriv nivaytorna till f(x,y,2) = 2 + 42 + y? + 3.

1.3. Beskriv ytan |7 — & — yg| = v.
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1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.13.

1.14.

Det skaldra faltet ¢ ar givet: ¢(z,y,2) = %. Beskriv kortfattat de mojliga formerna

pa dess nivaytor.

Vektorfiltet F(7) = Fo(22 + g) dr givet. Bestdm dess féltlinjer.
Bestam faltlinjerna till vektorfiltet F = (22 + y?) " H—yd + 7).
Berikna en enhetsnormal till ytan 2?yz = —2 i punkten (1,2, —1)

Visa att om @ &r en konstant vektor och 7 &r ortvektorn, sa géller V(a-7) =a, (a-V)F=a
samt V x (@ x 7) = 2d.

Visa att arean av en parallellogram kan skrivas A = |@ X g\, dir @ och b ér vektorer lings tvé
av parallellogrammens sidor.

. Visa att volymen av en parallellepiped ges av absolutbeloppet av den skalédra trippelprodukten

|@- (b x &), dir @, b och ¢ &r vektorer lings parallellepipedens sidor.

. Det skaliira filtet ¢(7) = 2%+ 4y? + 922 och ytan S: 922 + 4y? + 22 = 3642, ir givna. Berikna

i punkten (v/2a,v/3a, v/6a) riktningsderivatan av ¢ i normalriktningen till ytan S.

. Inom ett bergsmassiv beskrivs den lokala nivan h(z,y) 6ver havsytan av funktionen

k
(x/a)? + (y/V2a)2 + 1~

h(xay) =

dér a och k &r konstanter, och déar koordinatsystemet valts sa att Z-(g-)axeln ligger i vast-
ostlig (syd-nordlig) riktning.

a. Skissera niva-linjerna.

b. Bergsmassivet ar brantast i omraden véaster och Oster om toppen. Bestdm stigningen och
hojden 6ver havet i den brantaste punkten, givet informationen att ¢ = 1 m och att massivets
topp ligger pa 1000 m.6.h.

Temperaturen i ett rum beskrivs av skalirfiltet T = Ty (2% +2yz — 22) [°C]. déir Ty = 1°C/m?.
En frusen fluga befinner sig i punkten (1,1, 2).

a. I vilken riktning skall flugan flyga om den vill bli varm sa fort som mojligt?

b. Hur snabbt (uttryckt i °C/s) kar temperaturen om flugan flyger med hastigheten 0.3 m/s
i riktningen (—2,2,1)?

Temperaturen i ett stycke uppviirmt keramiskt material anges av skalirfiltet T(7) = 2 +
y? + 2% + zy + 2yz [°C]. Betrakta temperaturvariationerna i olika riktningar fran punkten
Py: (1,2,-3) och visa att alla riktningar i vilka temperaturen minskar med 2° C/langdenhet
bildar samma vinkel o med den riktning 7 i vilken temperaturen vaxer snabbast. Bestam «
och n.

. Skaldrfiltet f(z,y,z) = xyz + 2% + y? + 222 — 2y ér givet. Anviind gradientens egenskaper

for att approximativt berdkna det vinkelrdta avstandet fran punkten (1,2, —1) pa nivaytan
f =1.000000 till nivaytan f = 1.000003.
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2. KROKLINJIGA KOORDINATER

Uttrycken for derivator av falt ovan ar givna i ett Cartesiskt koordinatsystem. Vi skall nu borja
understka vad som hénder om man anvénder mer allménna koordinater. Det finns tva huvudanled-
ningar till detta: Dels stélls man ibland infor ett fysikaliskt problem vars geometri gor det naturligt
att anvanda andra koordinater, dels utgor valet av koordinater, av parametrisering av rummet, ett
artificiellt och i den meningen godtyckligt val, och det &r av principiellt intresse att kunna hantera
mer allménna koordinatsystem.

Kommentar: Det finns massor (00) av mojliga koordinatsystem. De som framst ar av intresse
for oss ar cylindriska (som “innehaller” poldra) och sfiriska. Anledningen till att de &r viktiga &r
forstas att manga fysikaliska situationer (och dven tekniska) uppvisar nagon rotationssymmetri.
Titta pa http://en.wikipedia.org/wiki/Coordinate_systems for en lédngre lista.

2.1. KOORDINATER, KOORDINATLINJER OCH -YTOR

Vi arbetar i tre dimensioner. Hur det generaliserar till annat antal bor vara uppenbart. For att
bestimma ortvektorn for en punkt behovs tre tal, som vi kan kalla koordinater, {u;};_; (for den
som har studerat analytisk mekanik ar det analogt med “generaliserade koordinater”, som anvands
for att bestdmma laget for en partikel). Exempel dr cylindriska koordinater (g, ¢, z) och sfiriska
koordinater (r,8, p).

Att séga att vardena pa w1, us och uz bestdmmer ortvektorn ar liktydigt med att sédga att det
finns en “Gversdttningstabell” fran w:na till de Cartesiska koordinaterna, dvs. 7 = 7(uq, ug, us).

Vi definierar en koordinatlinje (-kurva) som den kurva som genomlops om en av koordinaterna
tillats variera och de andra halls fixa. En koordinatyta definieras som den yta pa vilken en koordinat
halls fix och de andra tillats variera. I exemplet med sfariska koordinater har man t.ex.

r-linje: strale fran origo,

f-linje: vertikal halvcirkel med &ndpunkter pa z-axeln,
-linje: horisontell cirkel;

r-yta: sfar med centrum i origo,

f-yta: cirkular kon med spets i origo,

p-yta: halvplan med rand pa z-axeln.

En mojlig och naturlig definition av normerade basvektorer ar att ta normerade tangentvek-
torer till koordinatlinjerna. Dvs., med skalfaktorerna h; = | 22|,

0

”U,l'.

=1

—

€

1
=

o))
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Med denna definition kan man skriva
3
d7 = Z hi€;du; . (2.2)
i=1

Utgande fran definitionerna ovan och relationen mellan sfiriska och Cartesiska koordinater, 7 =
(rsin 6 cos p, rsin @ sin , r cos §), far man

% = (sin 6 cos , sin @ sin ¢, cos ) | hy=1,
97 — (rcosfcosp,rcosfsing, —rsing) , hg=r, (2.3)
%Z:(frsinﬁsincp,rSmQ(:osgo,O), hy, = rsing

och alltsa ] ) ]
= (sin 6 cos p, sin @ sin ¢, cos ) |

,r."

0 = (cosf cos p, cos sin p, — sin ) | (2.4)
@ = (—sinyp,cos p,0)

(dessa kan forstas ocksa harledas genom att rita och titta i en figur).

Uttrycket (2.2) &r relevant t.ex. nér man vill anvénda koordinaterna u; for att parametri-
sera en integral. Vi skall se hur ldngder, areor och volymer beter sig. Men forst skall vi inskranka
valet av koordinatsystem en smula. Vi tittar bara pa koordinatsystem for vilka de tre normerade
basvektorerna bildar ett ortnormerat hogersystem. Att de tre basvektorerna &r ortogonala kan
uttryckas

a-gj:{é: ;#;}é@j (2.5)
Hér har vi passat pa att introducera Kroneckers delta, d;; som definieras av den sista likheten. Om
man ser det som en matris ar det enhetsmatrisen. Hogersystem (nér vi redan antagit att de tre
basvektorerna dr ortogonala) betyder att &, x €3 = €3 (och cykliska permutationer av detta).

Vi kan nu berékna ldngden ds av vektorn d7, det s.k. bagelementet ds = |d7|. Vi har
3
ds® =di-di =Y hidu? (2.6)

som &r den korrekta generaliseringen av Pythagoras sats for kroklinjiga koordinater. Skalfaktorerna
kallas sa darfor att det verkliga avstandet ar skalfaktorn ganger dndringen av koordinaten.

Vi kan ocksa skriva areaelementet for (t.ex.) en uj-yta, dS = hohsdugdus, och med normalvek-
tor, ds = €1hohsdusdus. Volymelementet blir dV = hyhohsduidusdus. Fér exemplet med sfariska
koordinater reproduceras det vilbekanta uttrycket dV = r2 sin @drdfdy, och for cylindriska koor-
dinater far man dV = pdodpdz. Uttrycken for area- och volymelement kommer att visa sig mycket
anvindbara nér det géller att rdkna ut derivator av vektorfilt i kroklinjiga koordinater (se kapitel

3)-
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Nér vi konstruerade basvektorerna, valde vi dem som normerade tangentvektorer till koor-
dinatlinjerna. Ett alternativt val ar att ta dem som normalvektorer till koordinatytorna. Dessa
normalvektorer pekar i riktningarna Vu;. I allménhet ar detta inte samma sak. Det géller dock

alltid (se uppgift 2.3) att Vu, - 8’97’3 = 0;j, séﬁdérfér ar t.ex. Vup ortogonal mot g—uz och é%i,’ men
det betyder inte att den ar parallell med 88;1, om inte systemet ar ortogonalt. Nar vi inskrénker

oss till ortogonala system pekar Vu; och 6‘% at samma hall, och vi kan lika val skriva €; = h; Vu;.

Exempel 2.1: Ett slags elliptiska cylinderkoordinater uvz ges av

xr = acoshucosv ,

y = asinhusinv , (2.7)

z=z,
dira >0, —c0 <z < 00,0 <u<o0,0<v< 27 Bestam och beskriv dess koordinatytor, samt berdkna

skalfaktorerna till systemet.

Losning: Eftersom z-koordinaten &r ofdrédndrad racker det att understka koordinatkurvor i zy-planet. Vi
kan bilda en trigonometrisk etta genom att skriva

z 2 Y 2
=1. .8
(acoshu) +<asinhu> (2:8)

Detta ar ekvationen for en ellips i zy-planet med centrum i = y = 0 (z-axeln) och med halvaxlar

acoshu och asinhu. u-koordinatytorna &r alltsa elliptiska cylindrar. Notera att for sma w ar ellipserna
mycket excentriska, och degenererar mot intervallet —a < z < a, y = 0 dd v — 01, medan de for stora
u narmar sig cirklar.

Vi kan ocksd bilda den hyperboliska ettan cosh? v — sinh? v = 1 genom att skriva

(thzSU)Z_(as?nv>2:1' (2.9)

Detta ar ekvationen for hyperbler i zy-planet. Hyperblerna har halvaxlar a cosv och asinv och foki i

r = Z£a. Alltsa blir v-koordinatytorna hyperboliska cylindrar med z-axeln som axel. z-koordinatytorna
ar som vanligt plan parallella med xy-planet.

For att bestdmma skalfaktorerna behover vi tangentbasvektorerna

o7

ar _ (asinhucosv, acoshusinv,0) |

ou

or . .

0 = (—acoshusinv, asinhwucosv,0) , (2.10)
v

o7
"~ (0,0,1) .

9z
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Det foljer trivialt att h, = 1.

hy = \/(a sinh u cos v)2 + (a cosh usin v)2

= a\/(cosh2 u— 1) cos2 v + cosh? u (1 — cos? v) (2.11)

= ay/ cosh? ucos2 v — cos2 v + cosh? u — cosh? ucos? v = ay/cosh? v — cos2 v ,

och pa samma satt kan man visa att h, = h,. For att gora 16sningen fullstandig bor man ocksa visa att
tangentbasvektorerna ar ortogonala mot varandra, det vill siga att deras inbordes skaldrprodukter ar 0.
Detta syns direkt fran ekv. (2.10).

2.2. GRADIENT

Vi kan nu hérleda ett uttryck for gradienten av ett skalarfilt i kroklinjiga koordinater. Vid en liten
fordndring du; av koordinaterna har man
(2.12)

b — {dr Vo = Zz 1 du;hi€; -V

Eftersom de tva utrdkningarna skall ge samma resultat for alla mojliga infinitesimala forflyttningar,
fir man h,;€; - Vo = 52, dvs.

3
1
Vo = izzle h—g¢ (2.13)
I exemplet med sfariska koordinater:
8¢> ~1 8¢ 1 0¢
Ve = "or +07 r 80 @rsin9 dp’ (2:14)
och i cylindriska koordinater:
8 10
Vo = ¢ +p— ¢ +2 99 (2.15)

3 98 dz
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Exempel 2.2: De elliptiska cylinderkoordinaterna har definierats i exempel 2.1. Ge ett uttryck for gradi-
enten av ett skalart falt i detta system.

Losning: Med anviandande av basvektorer och skalfaktorer fran exempel 2.1 blir gradienten av faltet ¢

Vo = % (%ﬁ-l— %f}> + %2 . (2.16)
ay/sinh? u + sin? v du v 9z

Aterstar att hiirleda uttryck for divergensen och rotationen av ett vektorfilt i kroklinjiga
koordinater. Kéanner vi divergensen kan vi bilda Laplaceoperatorn pa ett skalarfialt som divergensen
av gradienten av faltet. I princip kan man rikna ut divergens och rotation pa ett direkt sitt (liksom
vi gjorde med gradienten). Detta &r dock en trasslig rdkning, och det blir mycket trevligare att
anvianda Gauss och Stokes satser for att gora det. Vi gor det i kapitel 4.4.

Kommentar: Friheten att vilja koordinater &r central vid den matematiska beskrivningen
av geometriska rum (Riemannsk geometri), och i dess tillimpning, allmén relativitetsteori. Man
inskranker sig da inte till system med ortogonala basvektorer, utan tillater helt allménna koordi-
nattransformationer (diffeomorfismer). Avstand kan da skrivas som ds? = Zgjzl gijdu'dul. g &r
den sa kallade “metriken”, det grundlaggande féltet i Einsteins gravitationsteori.

UPPGIFTER

2.1. Beskriv koordinatlinjer och -ytor for cylindriska koordinater!
2.2. Hitta pa ett system, kanske i tva dimensioner, vars basvektorer inte ar ortogonala. Rita ut
vektorerna % och Vu; och bekrifta att de inte pekar at samma hall.
2.3. Visa att Vu; - % = ;5.
J

2.4. Visa genom explicit berdkning, i exemplet med sfiriska koordinater, att konstruktionen é&; =
h;Vu; ger samma resultat som é€; = %%, dvs. att 7 = Vr, = rV#6 och @ =rsinfVp.

2.5. Hérled gradienten av ett skaldrt félt i cylindriska koordinater!

2.6. Det skalira filtet ¢ dr givet i cylindriska koordinater: ¢(p, p, z) = 0* — 2pcos ¢ — 22. Beskriv

dess nivaytor.

2.7. Det skalira filtet ¢ &r givet i sfiriska koordinater ¢(r,0,p) = r?sin? @ cos 2. Beskriv dess

nivaytor.

2.8. Betrakta vektorfiltet E(7) = 105 (2 cos OF +sin 00), dir m ér en konstant. Bestim ekvationen

for den filtlinje till E(7) som gar genom punkten (r, 6, ¢) = (2, 7/4,7/6). (Detta ér filtet fran
en elektrisk dipol. Se vidare kapitel 6.5 och uppgift 6.36.)
2.9. Ett vektorfalt A ar givet i cylinderkoordinater som A= 0cos pd + 0°¢ + osin 2. Hirled

ekvationerna for faltlinjerna till A. Betrakta faltlinjen som gar genom punkten o = 3, =
/2,2 = 2. I vilka punkter gar denna filtlinje genom planet y = 07

2.10. Det skalira filtet ¢(r,0,¢) = 72 cosf och ytan S: rsinf = a ir givna i sfiriska koordinater.
Berikna i punkten 7 = (0, a, a) pa S riktningsderivatan av ¢ i ytans normalriktning i punkten.
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2.13.

2.15.

2.16.

2.17.

. Beskriv nivaytorna till filtet ¢(r, 6, ) = 72 cos 20 — 2ar sin 0 cos p, dir r, 0,  ér sfiriska koor-

dinater. Berdkna dérefter riktningsderivatan av ¢ i riktningen 0 i punkten P:r =a, 0 = /4,
@ = 7. Beskriv ocksa filtlinjerna till V.

. Temperaturfordelningen i ett omrade kring en punkt P i ett skiktat material med en virme-

kélla i origo beskrivs av skalarfaltet T = 2*;3%‘9, dar P har de sfariska koordinaterna r = 2,
0=m7/2, p =m7/4

a. Hur snabbt dkar temperaturen per lingdenhet da man utgar fran P i riktningen # + @7

b. I vilken riktning utgaende fran P Okar temperaturen snabbast och hur stor ar den maximala
temperaturokningen per langdenhet?

Funktionen f(x) uppfyller differentialekvationen

dér @ ar en konstant vektor och 7 &r ortvektorn. Bestdm alla l6sningar f(x).

. Ett kroklinjigt koordinatsystem uvw ges av sambanden

u=r(l—cosb) ,
v=r(1+cosb) ,
w=¢.

dér rfy ar sfariska koordinater. Visa att systemet ar ortogonalt och berdkna dess skalfaktorer.
Hur ser gradientoperatorn V och ortvektorn 7 ut i uvw-systemet?

Den skaléra funktionen u(f) &r given. Berdkna den skaldra storheten @ - Vu(f), dir @ &r en
konstant vektor, f = (@ x )2, samt 7 &r ortvektorn.

r1vo)=v-(7)

r

Differentialekvationen

ar given. Vilka funktioner ¢(r) léser den?

Paraboliska koordinater uva definieras genom sambandet
S . 1
7= (uv cosa, uvsing, 5 (u2 — 1;2)) ,

diar u > 0, v > 0, 0 < a < 27. Berdkna tangentbasvektorerna till detta koordinatsystem.
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2.18. Ett koordinatsystem (paraboliska koordinater) ges av sambanden

22 Y2

By 2 5 12 =1 5

a?cosh“u  a?sinh”u

22 y? .

a?cos?v  a?sin®v ’

z
Z =1,

w

dir 0 < u < 00, 0 < v <27 och —oco < w < 0o. Visa att systemet ar ortogonalt och bestdm
dess skalfaktorer.

2.19. Ett kroklinjigt koordinatsystem wvw definieras i 6vre halvplanet (z > 0) av x = 2u + v,
Yy = u+ v, z = w?. Bestim virdet pa parametern ) for vilket systemet #r ortogonalt och
ge for detta fall ett uttryck for bagelementet. Uttryck ortvektorn 7 i det ortogonala uwvw
systemets koordinater och basvektorer.

2.20. De paraboliska koordinaterna uvy definieras av sambandet

1
7= (uv cos @, uv sin @, 3 (u2 — 1)2)> ,

dir 0 < u < 00,0 <wv < oooch0<p<2m. Ett vektorfilt F ar givet som
F = u2 +v2sin i + vVu2 + v2 cos ¢i |

dér 4 och v ar enhetsbasvektorer i det paraboliska koordinatsystemet. Undersck om det finns
nagon filtlinje till vektorfiltet F som gar genom punkterna 7 = (1,0,0) och 7 = (-1,0,0).

2.21. Ett koordinatsystem (oblata sfaroidkoordinater) ges av sambanden

xr = asinh&cosn ,
y =acoshésinncosyp ,

z =acosh¢sinnsing ,

dar 0 < €< 00,0 <n <7 0< ¢ < 2w I detta system ar det skaldra faltet ¢ givet som
¢ (€,1,9) = ¢o cosh? . Beriikna V.

2.22. Ett koordinatsystem uvz &r definierat genom
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2.23.

2.25.

2.26.

dér u > 0. Bestam A sa att koordinatsystemet blir ortogonalt, och berdkna systemets skalfak-
torer. Ar koordinatsystemet uvz ett hoger- eller vénstersystem?

Ett kroklinjigt koordinatsystem wvw definieras av

x = ae” cosv ,
y = Be¥sinv

Z=U.

dir a och B &r reella konstanter. Bestdm en relation mellan a och 8 for vilken systemet &r
ortogonalt, och ge for detta fall ett uttryck for bagelementet ds?.

. Ett koordinatsystem uvp ges av ¥ = a (uv cos p, uv sin @, (u? — v2)/2), dér 0 < u,v < 00, 0 <

@ < 2w och a ar en konstant av dimension langd. Bestam dess skalfaktorer och koordinatytor.

Ett kroklinjigt koordinatsystem wvw ges av 7 = a(1l +u + e* cosv,v + e* sinwv, w), dir —oo <
u< oo, —m<v<m —0o < w < oo och a dr en konstant av dimension langd. Visa att detta
system ar ortogonalt, samt beskriv i grova drag hur en v-yta ser ut.

Bestam de normerade basvektorerna i det kroklinjiga koordinatsystemet u; = 22 —y2, us = zy,
ug = z, och visa att de ar ortogonala.

. Ett koordinatsystem a3y definieras av sambandet

7= C(%Oé2 —ﬂ2,20(6) )

dér ¢ ar en positiv konstant av dimensionen ldngd. Beskriv systemets koordinatytor. Ge
ocksa uttrycken for bagelementet.
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3. INTEGRALER

I forsta kapitlet repeterade vi olika sdtt att derivera skalara félt och vektorfalt. Vi inférde ocksa s.k.
kroklinjiga koordinatsystem (termen syftar pa att koordinatlinjer, till skillnad fran det Cartesiska
fallet, inte &r réita linjer). Vi begriansade oss dock till val av koordinater som leder till basvektorer
som ar inbordes ortogonala.

Vi borjade att harleda uttryck for differentialoperatorer i de kroklinjiga koordinaterna, men
kom bara till gradienten. Det visar sig vara praktiskt att vanta med divergensen, rotationen och
Laplaceoperatorn tills vi har talat om integralsatser. Integralsatserna kan namligen utnyttjas for
att ge alternativa, ekvivalenta, definitioner av divergens och rotation som véasentligen forenklar
harledningen av deras uttryck i kroklinjiga koordinater.

Savél integraler (linje-, yt- och volymintegraler) som integralsatser (Gauss, Stokes och analoga
satser) och berikning av integraler genom parametrisering forutsitts kdnda. Det skadar dock inte
med litet repetition.

3.1. PARAMETRISERING AV KURVOR OCH YTOR

Nér vi tidigare studerade faltlinjer sag vi hur vi kan beskriva filtlinjen med en parameter, lat
oss saga 7. Det géller rent allmant att vi kan beskriva varje kontinuerlig kurva med hjalp av en

parameter.

Exempel 3.1: En cirkel i zy-planet med radien r¢ kan parametriseras med en vinkel ¢ enligt = rg cos ¢,
y = rosinp, dir 0 < ¢ < 27.

Exempel 3.2: Parametrisera linjen 5z + 2y = 4.

Vi kan borja med att sétta = ¢. Det foljer da att y = 2— %t. Dessa bada uttryck ger en parametrisering
av linjen for —oo < t < oo.

En viktig egenskap hos kurvan 7(7) ar att derivatan g—f i varje punkt ger en tangentvektor till

kurvan.

Exempel 3.3: Cirkeln 7(¢) = ro(cos ¢, sin ¢) har tangentvektorn S—; =ro(—sinp, cos ).

4r = (1,-5/2).

Exempel 3.4: Linjen 7(t) = (¢,2 — 5¢/2) har tangentvektorn
For att beskriva en tva-dimensionell yta behdver man pa samma sétt tva parametrar.

Exempel 3.5: En sfir med radien ro och centrum i origo kan skrivas som:

z =rgsinfcosy ,
y=rpsinfsinep , (3-1)

z=r7gcos0 .

dar 0 < 6 < moch 0 < ¢ < 27.
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Exempel 3.6: Finn en parametrisering av planet z 4+ 2y + z = 8.

Losning: Vi sétter ¢ = s och y = ¢. Vi kan da skriva z = 8 — s — 2¢, och vi har funnit en parametrisering
av ytan for —oo < s,t < co.

For en yta 7(s,t) kan vi nu finna tva tangentvektorer %, %. Dessa ar i allménhet linjart
oberoende. Det gar alltsa inte att beskriva en yta med en enda tangentvektor. Daremot kan man

beskriva ytan med en normalvektor % X %.

Exempel 3.7: Sfaren 7(0, ¢) = ro(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) har tangentvektorerna

- or
t, = 8—; = 70 (cos 6 cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0) (3.2)
och
- o7 . . .
ty = 95 =0 (—sinfsin,sinf cos ¢, 0) . (3-3)
»

Normalvektorn blir da

{1 Xl = T’g (sin2 6 cos @, sin? 0 sin p, cos 0 sin 6 cos ¢ + sin 0 cos 0 sin? go)
= 72 sin  (sin 0 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0) (3-4)

=rosinf (z,y,2) = r2sin 67 .

En annan normalvektor ar forstas enhetsvektorn 7. Vi kan har lagga marke till att var normalvektor
1 X o blir noll p& z-axeln. Det ar ett tecken pa att de sfiriska koordinaterna degenererar pa z-axeln.

3.2. LINJEINTEGRALER

Det vektoriella linjeelementet dr d7. Det kan anvéandas t.ex. for att skriva den inom fysiktillimp-
ningar vanligaste linjeintegralen fC F. dr, dar F ir ett vektorfilt och C &r en kurva i R3. Det
finns forstas andra satt att bilda en skalar eller vektor fran ett skaldrt falt ¢ eller ett vektorfalt F
med hjélp av d7 eller ds = |d7], t.ex. [, ¢ds eller [, F x d7. Den precisa betydelsen av integralen
som en vanlig endimensionell integral ar enkel: om man parametriserar kurvan C' som 7 = 7(t),
t1 <t <to, far man d¥ = 47dt, och alltsa

to
. L d7
F.dr= | F-——at. .
/ 7 / o (3-5)
C t1

Resultatet dr oberoende av vilken parameter som anvénds (visa dettal) Detta, som &r receptet for
hur man réknar ut en linjeintegral genom parametrisering, kan ocksa ses som sjilva definitionen
av integralen. En bekant fysikalisk tolkning &r att en kraft F verkande under en liten forflyttning
d7 utfor ett arbete dW = F - d7. Integralen svarar mot arbetet utfért av kraften under forflyttning
langs kurvan C. Utrdkningen i ekv. (3.5), dér ¢ &r tiden, kan da tolkas som W = fttf Pdt, dar

P = F - 7 #r effekten. Begreppen “linjeintegral” och “kurvintegral” ar synonyma.
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Exempel 3.8: En elektron ror sig lings banan y = x2/H fran (0,0) till (L, L?/H) under inverkan av en
elektrostatisk kraft F' = eFo7. Beriakna det arbete som kraften utfor pa elektronen.

Losning 1: Arbetet ges av integralen
/eEo.@'dTﬂ (3-6)
C

dar C ar den kurva som elektronen foljer. Vi kan nu anvénda koordinaten x for att parametrisera var
kurva och skriver kurvan som 7(z) = (x,22/H). Da giller att

dr
- =1, 20/H) . (3-7)
-
Vi kan nu beridkna arbetet ur
L L
I _ar 2z . eFy r oL _ eEgL?
/eEOy-dr—/eEoy-adm-/eEoﬁdx—?[:t ]0 =—F - (3.8)
0 0

Losning 2: Elektrostatiska krafter ar konservativa, sa vi kan ersidtta kurvan med tva rita linjer, en
C1 som gar fran (0,0) till (L,0) och &ar parallell med z-axeln, och en kurva C2 som gar fran (L,0) till
(L, L?/H) och &r parallell med y-axeln. Arbetet kan nu skrivas som

/eE0@~d?: (/+/)6E0@~d?, (3.9)

C Ci1  C2

Eftersom kraften 6verallt 4r ortogonal mot kurvan C foljer att integralen langs med C; maste vara noll,
sa det aterstar bara att berédkna

/eE0@~dF:/6E0y~g}ds:eEo/d8. (3.10)

Co Ca Ca

Den sista integralen ger nu lingden pa kurvan Ca, vilken #r L2/H, s& arbetet blir till slut eEgL?/H. En
kanske &nnu béttre 16sning ar att finna en potential till faltet (se mekanikkursen och kapitel 8).

Exempel 3.9: En partikel foljer en bana 7(t) = ro(coswt, sinwt,wt), dir 0 < ¢ < 47/w, under inverkan
av en fjaderkraft F= k(z,y, z). Berdkna det arbete fjidern utfor pa partikeln.

Losning: Vi kan skriva arbetet som integralen W = fc F.d7. Vi boérjar med att berdkna tangentvektorn

till banan C': % = row (— sinwt, coswt, 1). Skalarprodukten blir sedan

S dF
F . — = kro (coswt, sinwt, wt) - row (— sin wt, coswt, 1)
dt (3.11)
= krgw [~ sinwt cos wt + sin wt cos wt + wt] = kraw?t .
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Vi kan nu skriva integralen som

4w /w 2 dnjw
W = /ﬁ -d7 = / krdw?tdt = kriw? [2} = 8m2krd . (3.12)
C 0 0

I en del fall beh6ver man inte explicit parametrisera kurvan utan det riacker att anvénda ett
mer geometriskt resonemang.

Exempel 3.10: Berdkna integralen fc F.dF, dir F = Fo(7 + @) och C &ar den 6vre halvcirkeln med
centrum i origo som gar fran (rg, 0) till (—ro, 0).

Losning: Vi noterar forst att ¢ ar en tangentvektor till C, och att F. @ = Fp. Eftersom d7 = ¢ds sa blir
integralen fC F.d7=F, fC ds, dar vi kan tolka sjélva integralen som ldngden av halvcirkel. Detta ger
fCﬁ -d7? = wFyrg.

Det finns ocksa andra typer av linjeintegraler som kan dyka upp, [, ¢d7 och [, F x dF, och
dessa kan tolkas analogt med integralerna ovan.

Exempel 3.11: En cirkulér strémslinga med radien rg genom vilken det 16per en strom I ligger i zy-planet.
Berakna den kraft med vilken ett homogent magnetfilt BoZz paverkar slingan.

Losning: Ett element d7 av slingan paverkas av en kraft dF = Id7 x B, och alltsa ges den totala kraften
av F = fC Id# x B. Om vi antar att cirkelns centrum ligger i origo, sa far vi att ¢ ar en tangentvektor
till cirkeln. Vi noterar nu att

B x Id# = BoI (2 x $)ds = Bol(—#)ds . (3.13)

Lagg nu marke till att 7 har motsatt riktning i tva diametralt motsatta punkter pa cirkeln, och darfor
kommer kraften fran dessa bada punkter att ta ut varandra. Vi kan upprepa detta resonemang for alla
punkter langs stromslingan, och alltsa maste nettokraften pa slingan vara 0.

3.3. YTINTEGRALER

For en ytintegral har man det skaléra areaelementet dS, och det vektoriella dS = itdsS , ddr 77 ar en
normerad normalvektor till ytan S. (For att dS skall vara definierad krivs att ytan ar orienterbar,
dvs. har tva sidor. Ett exempel pa en icke orienterbar yta ar ett Mobiusband.) En mycket vanlig
typ av ytintegral &r [ S F.ds (men &ven hér gar det forstas att definiera andra integraler, t.ex.
Js¢dS, [q #dS eller s F x dS). Om man ser F' som nagon sorts flddestithet — det kan vara en
vatska eller gas, eller aven elektriskt falt &c. — representerar denna ytintegral flodet genom ytan.
Denna typ av ytintegral kallas normalytintegral.

Exempel 3.12: En vitska med densiteten p och (konstant) hastighet @ strommar genom ett rér med
tvéirsnittsarean S. Flodet av vitska genom roret (det vill siga den massa som per tidsenhet strommar
genom roret ar da pusS.
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Vad hander om vatskans hastighet 4 beror pa avstandet r fran rorets symmetriaxel? Isafall far vi definiera
en flodestathet pu(r) sa att flédet genom ett ytelement dS blir pu(r)dS. Om vi tar dS som en ring med
centrum i symmetriaxeln och med en tjocklek dr sa ar dS = 27rdr och det totala flodet genom roret blir

R

/pu(r)dS = 27r/pu(r)7‘d7"7 (3-14)

0

dar R &r rorets radie.

For att nu ytterligare komplicera det hela och verkligen blanda in vektorerna sa antar vi att vatskan
strommar genom en tvérsnittsarea d.S, vilken inte ar vinkelrdt mot vatskans stromningshastighet 4. Vi
antar att vinkeln mellan normalvektorn 7 till ytan dS och véatskans hastighet 4 ar 6. Da blir flodet
genom ytan dA pudAcosf. Om vi nu enligt ovan véljer att definiera en vektor dS for ett ytelement med
storleken dS och riktningen 7, sa ser vi att vi kan skriva flédet som pi - ds.

Om man parametriserar ytan med hjilp av tva parametrar (u,v) € D dar D &r parame-
teromradet (som rimligen bor véljas sa att det enkelt kan uttryckas i termer av u och v) far man
enligt figuren dS = % X %|dudv och

- O OF
ds = ke %dudv . (3-15)

Detta ar ett allmént uttryck som géller for alla parametriseringar; u och v behover alltsa inte vara
koordinater i ett kroklinjigt koordinatsystem med ortogonala basvektorer, sa % och % behover

inte vara vinkelrata. Kryssprodukten ser till att det infinitesimala ytelementet blir riatt dnda.

or
ou

Exempel 3.13: Berékna normalytintegralen av filtet 4 = (x, z, —y) 6ver cylinderytan 22 +y2 = 1 mellan

z =0 och z = 1, med utatriktad normal.

Vi kan da beskriva punkterna pa ytan genom deras z-koordinat och vinkeln ¢ som ortvektorn bildar med

Z. Det vill séga, vi anviander cylindriska koordinater med ¢ = 1, 7 = (cos ¢, sin ¢, z). Tangentvektorerna

blir .
dar . .
— = (—sing,cos,0) = (3-16)
do

och
=(0,0,1)=%. (3-.17)
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(endast den forsta termen i integranden bidrager).

............................................... 23
Normalvektorn blir da ¢ x 2 = p = (cos g, sin ¢, 0). Vi kan sedan berékna integralen som
1
2m
/ﬁ -dS = /dz/ deo(cos g, z, —sin ) - (cos ¢, sin ¢, 0)
0
S 0
L an (3.18)
= /dz/dcp(congoJrzsinga) =7
0 0
- - - 2
Exempel 3.14: Berdkna integralen fs F.dS dar F = % (2,9, 2), och ytan S ges av 22 + yj + % =a?,

z > 0.

Losning: Ytan S &r den 6vre halvan av en ellipsoid med halvaxlarna a, 2a och 3a. Vi kan parametrisera

ytan med hjilp av de sfariska vinklarna 6 och ¢

r=asinfcosy ,

y = 2asinfsingp , (3-19)
z=3acosb .
dar 0 < 6 <7/2 och 0 < ¢ < 27. Vi far da tangentvektorerna
or . .
50 = a (cosf cos p,2cosfsinp, —3sinb) |,
o (3.20)
— =a(—sinfsinp,2sinfcos p,0) .
Op
Normalvektorn blir da
or  or
0~ a%sing (6sin 6 cos p, 3sinfsin p, 2cosb) . (3.21)
a0 Op

Vi kan nu beradkna skalarprodukten F. (% X

27

/ﬁdg = /dcp / dO6Fpa? sin 6 = 12w Fya® .

S 0

[85)

.. = 6Fpa?sin @, och integralen erhalles enligt

;):.

Q
€

/2

(3.22)

0

Det finns ocksa andra typer av ytintegraler som dyker upp i olika tillimpningar, sdsom |, S FdS ,

fsgodgoch fsﬁxdg.

Exempel 3.15: Berdkna ytintegralen fs 7dS av ortvektorn 7 6ver sfaren S: |7 — aZ| = a.
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Losning: Integralen skall bli en vektor. Integrationsomradet ar ytan av en sfar med centrum i a2. Vi flyttar
origo till sfarens centrum for att dra nytta av den sfariska symmetrin. Vi kan da skriva 7 = a2 + 71, dér
71 ar ortvektorn i det nya koordinatsystemet. Integralen kan da delas upp i tva delar:

%?ds: %a%ds-&- f F1dS = aé}{ds-i-j{f?‘lds . (3.23)
S S S S S

Den forsta integralen &r sfirens area 4wa?. Den forsta termen blir darfor 4wa32.

For den andra termen ténker vi oss att vi summerar vektorer 71 6ver varje punkt pa sfirens yta. I och
med att sfiren har sitt centrum i origo sa blir vektorerna lika langa pa varje punkt pa sfarens yta, men
pa tva diametralt motsatta punkter pa ytan maste vektorerna peka at motsatta hall, och darmed ta ut
varandra. Det foljer ddrmed att integralen maste vara 0. Darfor far vi fs 7dS = 4ma’z.

Exempel 3.16: Lat S vara mantelytan av cylindern z2+y2 = a2, |z| < a. Berdikna integralen fs (7 + 0p) X
ds.

Losning: Integralen skall bli en vektor. Med tanke pa att integrationsomradet dr en cylinder &r det
fordelaktigt att arbeta med cylinderkoordinater. I cylinderkoordinater kan vi skriva ortvektorn som
7 = p0 + z2. Normalvektorn till cylindern ar p. Vi kan ocksa skriva ytelementet dS pa cylindern som
adpdz.

Vi beriknar nu forst vektorprodukten (7 + p@) X 9 = z2p — p2. Lagg marke till att ¢ = a pa cylinderns
mantelyta. Vi kan nu skriva integralen som

27 a
/ (7 + 0p) x dS = //(z¢ — a2)adzdp . (3-24)
S 0 —a

Lagg marke till att enhetsvektorn @ inte &r en konstant.

Nar vi berdknar integralen f0277 @dp sa summerar vi @ 6ver alla punkter langs en cirkel till vilken den
ar tangenten. Eftersom tangentvektorn har motsatt riktning i tva punkter som skiljer sig at med en
vinkel 7, sa maste integralens vérde bli 0 nar vi har summerat 6ver alla punkter. Den foérsta termen
i integralen ger darfor inget bidrag. 2 déremot ar en konstant vektor och vi kan dérfér utan problem

2m a
—/dgo/dzaQ,%: —4a37z | (3-25)
0 —a

vilket da &r var ursprungliga integrals varde.

berdkna integralen

Det torde framga av exemplen ovan att integralberikningarna kan bli mycket tidsédande om
man inte kan hitta enkla geometriska resonemang. Vi skall i kapitel 4 studera mer effektiva metoder
for att berdkna bade kurv- och ytintegraler med hjilp av Stokes och Gauss satser.

3.4. VOLYMINTEGRALER

Volymintegraler dr pa sétt och vis enklare, det finns bara [, ¢dV och [, FdV. Det (skaléra)
volymelementet dr dV = daxdydz. Om man parametriserar med tre parametrar (u, v, w) blir voly-
melementet den infinitesimala volymen av parallellepipeden med sidorna %du, %dv och %dw,
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dvs. ges av den skaléra trippelprodukten dV = % . (% X %)

att virdet pa en yt- eller volymintegral, utrdknad med hjélp av en parametrisering, &r oberoende

|dudvdw. Overtyga girna dig sjilv om
av vilken parametrisering man valjer.

3.5. PARAMETRISERING I KROKLINJIGA KOORDINATER

Manga ganger anvander man koordinatlinjer eller -ytor i kroklinjiga koordinater som kurvor eller
ytor att integrera 6ver. En linjeintegral ldngs en u;-kurva blir da t.ex. [ F.7= f;llyf Fihiduy. Yt-
och volymintegraler forenklas tack vare ortogonaliteten for basvektorerna. En ytintegral 6ver en -
yta blir teex. [¢ F - S = [ Fihohsduadus och en volymintegral [, ¢dV = [,,, ¢h1hohsdus dusdus
(déar D och V' &r parameteromradena).

UPPGIFTER

3.1. Berdkna integralen fcﬁ . d7, dir F = (ye®,ze?) och C ir en triangel med hérnen i (0,0),
(2,0) och (2,2) genomlopt i positiv led, dvs moturs.

3.2. Beriikna integralen [, F.d7, dir F = (ylog %, —5) och C' #r parabelbagen y = 2?2 fran (1, 1)
£l (2,4).

3.3. En partikel som paverkas av kraften F= (y3, 2®) r6r sig i positiv led lings ellipsen 2% +y2 /4 = 1
fran punkten (0, 2) till punkten (1,0). Berdkna det arbete som kraften utrattar pa partikeln.

3.4. Vektorfiltet B och kurvan C &r givna:

By 1

GoBo 1
a 22+ y2

[(z—y)a®2+ (z +y) a®§+ (2 +¢°) 22] |

C: 7= (acosp,asinp, 22), 0 < ¢ < 2. Berdkna integralen [, d7 x B fran punkten (a,0,0)
till punkten (a,0, 2a).

3.5. 14 deluppgifter: Héarled linjeelement for integration ldngs koordinatlinjer, ytelement for inte-
gration 6ver koordinatytor, samt volymelement i cylindriska och sfariska koordinater!

3.6. Harled linjeelement for integration lings koordinatlinjer, ytelement f6r integration 6ver koor-
dinatytor, samt volymelement i de elliptiska cylinderkoordinaterna i exempel 2.1.

3.7. Tolka integralen i exempel 3.15, och dess uppdelning i tva delar, i termer av begreppet mass-

centrum.
3.8. Berakna integralen fc Fysinpp - d7, dar C' ar cirkeln o = a, z = 0.
3.9. Vektorfiltet B ér givet i sfiriska koordinater

B(r,0,0) = rfior?H (sin 07 + cos 00 + gﬁ) .

Bestam kurvintegralen av B langs kurvan C' med parameterframstillningen
C: 7= (a cos a, 2a sin «, %) fran punkten (a,0,0) till (a,0, 2a).
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. En partikel ror sig i en spiralliknande bana pa ytan av en sfiar med radien 2 dm och centrum i

origo. Dess lige vid tiden ¢, (0 < ¢ < ) ges i sfiriska koordinater avr =2, 0 = £ (7 — ), ¢ =
2t. Sfirens yta sprayas med en kemisk 16sning vilken paverkar partikeln med en friktionskraft
F = —~0, dér ¥ ar partikelns hastighet och ~ en friktionskoefficient med vérdet 0.3 Ns/m.
Hur mycket energi maste tillforas partikeln i tidsintervallet 7/2 <t < 7 {or att dennas rorelse
skall vara opaverkad av friktionen?

Ledning: d7 = ‘Zl—fdr + %dﬁ + g—;dgo.

Berikna fs F. d§, dir F = (xz,yz, %) och S &r en sfar med radien a och centrum i origo.
Beriikna integralen [ (4+ + B2) - dS, dir S ér sfiren r = a.

En kropp ar rotationssymmetrisk runt z-axeln, och begriansas av cirkelytor med radien gg vid
z = —a och z = a. Déremellan beskrivs den av ekvationen ¢ < f(z). Hur skall funktionen f
véljas for att kroppens mantelyta skall bli sa liten som mojligt?
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4. INTEGRALSATSER

Alla integralsatser sdger nagot i stil med

/ (derivata av filt) = / (Falt) . (41)

Vb (OV)p-1

Hér ar Vp ett D-dimensionellt omrade, och (0V)p_1 dess (D — 1)-dimensionella rand. Precis hur
derivatan och féltet skall se ut framgar forstas inte av den hér lilla minnesregeln.

Det enklaste exemplet &ar integration av en funktion av en variabel. Man har

/ T o = (e, (12

Z1

Randen till intervallet [x1, 2] bestar bara av punkterna {z1, z2}, sa tolkningen av det schematiska
uttrycket (4.1) blir forenklad till en summa 6ver dessa tva punkter.

Uppenbarligen géller integrationsformeln (4.2) bara om % ar véldefinierad i hela intervallet.
Vi kan inte tillata diskontinuerliga funktioner. (Dock skall vi sdsmaningom, i kapitlet om delta-

funktioner, se att det gar att definiera derivator av diskontinuerliga funktioner.)

4.1. GAUSS SATS

Gauss sats lyder
/v Fav = /* ds . (4-3)
v

Notera att den foljer monstret i ekv. (4.1). Vi skall snart bevisa den (dven om detta redan gjorts i
kursen i flervariabelanalys).

Hur kan man forstd detta? Att vektorfiltet F har en divergens storre &n noll
kan ses som att filtlinjerna divergerar, gar isar. I figuren, dar den skuggade ytan
representerar V' och dess cirkeln dess begréansningsyta 0V, ser vi att V - F >0 inne i
V', sa att vinsterledet i Gauss sats ar positivt. Vi ser ocksa att hogerledet ar positivt
(kom ihag att konventionen for val av normal till en sluten yta alltid 4r att den ar riktad utat). Vi ser
kanske inte direkt i figuren att de tva leden &r lika, men det &ar ett gott tecken. En fysikalisk tolkning
ar att hogerledet representerar ett flode ut genom ytan S, och att vansterledet representerar narvaro
av kallor till detta flode. Integranden V - F kallas kalltéithet.

Bilden ovan &r starkt forenklad. Det finns vektorfalt som har en divergens, men

- — =

vars faltlinjer inte alls gar isdr. Som ett enkelt exempel kan vi ta filtet F = ez,

vars divergens ar V - F = e”. Dess faltlinjer ar alla parallella med z-axeln och pekar i — —

positiv z-led. Om vi testar Gauss sats genom att lagga en lada med begransningsytor |
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vid z = x7 och & = x5, dar 1 < x9, ser vi att flodet ut genom ytan vid x, &r storre dn det in

genom ytan vid x;. Gauss sats stimmer genom endimensionell integration enligt ekv. (4.2).

Lat oss repetera ett bevis. For enkelhets skull later vi volymen vara sadan att den med ett
lampligt val av koordinater (x,y, z) kan skrivas V' = {(z,y, 2)|(z,y) € D, f(z,y) < z < g(z,9)},
dér D &r en region i planet (om inte det gar, far man dela upp volymen i flera sidana delar).
Vinsterledet i Gauss sats ar

/(@Fw + 0y F, + 0. F.)dxdydz . (4.4)
v

Lat oss berdkna den sista termen. Den ar

g9(z,y)
/ dady / d=0.F, — / dedy [F. (., g(x,9)) — Fa(x,y, f(z,9))] . (45)
D f(z,y) D

For att berdkna hogerledet i Gauss sats behdver vi ytelementet dS. Det fas enligt ekv. (3.15) med
x och y som parametrar. Vi har t.ex. 0;(x,y,9(z,y)) = (1,0,0:9(x,y)) och 0y(z,y,9(x,y)) =
97 x %;dxdy =
(—0z9(z,y), —0yg(x,y), 1)dxdy. Det viktiga hér &r att z-komponenten &r dedy. Om vi for stunden

(0,1,0y9(x,y)) for den “Ovre” delen av begrénsningsytan, och alltsa ds =

berdknar den del av hogerledet i Gauss sats som innehaller F, far vi

/ F.ds, = / dady [F.(2,9,9(x, ) — Fo(w,y, f(z,9))] , (4.6)
ov D

ddr minustecknet i den andra termen kommer fran att normalen ar nedatriktad. Detta 4r samma,
uttryck som i ekv. (4.5). Samma argument gors, med cykliskt permuterade indices dven for de
delar som innehaller Fy och Fy. [ |

En strategi ndr man anvander Gauss sats for integralberédkning kan vara:
1. Bestdm utseendet pa den angivna ytan S och rita en tydlig figur.
2. Undersok filtet F. Identifiera singulariteter. Berédkna V - F eller V x F.

3. Slut ytan S pa ett sadant satt att volymen V inte innehéller nagra singulariteter. (Metoder
for att hantera singulariteter ges i kapitel 6 och 7.)

4. Teckna Gauss sats.
5. Berdakna de integraler som upptrader i Gauss sats.
6. Kontrollera att normalen har ratt orientering overallt.

Exempel 4.1: Berdkna integralen fs F. d§, dir F = %(:p,y, 0) och S ar ytan 2a — y/22 + y2 = z, och
0<2< 2a.
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Vi kan boérja med att berdkna V - F= 2Fp/a. Eftersom divergensen har ett sa enkelt uttryck ar det
lockande att anvinda Gauss sats, men ytan S &r en kon med spetsen i z = 2a och Oppningen nedat; den
ar alltsd inte en sluten yta. Vi kan dock sluta den genom att lagga till en cirkelskiva S’ i zy-planet med
radien 2a och normalvektorn —2.

P& den slutna ytan S + S’ kan vi sedan tillampa Gauss sats

I . 2F,
]{ F~dS:/V~FdV:—O/dV. (4.7)
a

Volymen av konen ar

/dV = %TI'(QCL)22(I = , (4.8)

och alltsa blir integralen

- o 2Fy8ma® 16wFpa?

F-d
a 3 3

S+’

Vi kan nu separat berdkna f 5 F.dS , men har lagger vi marke till att F saknar z-komponent, sa dess
normalintegral 6ver S’ blir noll. Slutligen har vi alltsa

- o 16mFpa?
/F~dS:67TTOa. (4.10)

S

Exempel 4.2: Lat S vara ytan y? + 22 =1, —1 <z < 1, z > 0 med uppatriktad normalvektor. Berikna
fS F-dS, dar F = (x, 22yz2, x%y?2).
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Losning: Ytan S ar en den Ovre halvan av en cylinder med z-axeln som symmetriaxel. For att tillampa
Gauss sats behover vi sluta denna yta, vilket vi kan gora genom att lagga till tva halva cirkelskivor, Si
och S3 vid x = 1 och = —1, samt en bottenyta, S2. Normalvektorn till dessa ytor skall véljas som en
fortsdttning av normalvektorn pa S. Detta innebér att S7 och S3 far normalvektorerna & och —z, samt
att normalvektorn till S blir —2. Vi ser nu att normalvektorn &verallt pekar ut fran den volym som
innesluts av S, S1, S2 och S3, vilket dr vad som kréavs for att vi skall kunna anvidnda Gauss sats.

Vi kan nu berdkna divergensen
V-ﬁ:1+m2z2+x2y2:1+1292 , (4.11)

dér vi har infért 02 = y2 + 22. Vi infér alltsa cylindriska koordinater som utgar fran z-axeln istillet for
som vanligt fran z-axeln. Vi kan nu berdkna volymintegralen

1 1 s
- 2 1 7
/V-FdV=/dV+/dx/gdg/dcprQz=7r+7r-g-Z:Eﬂ-, (4.12)
\% v -1 0 0
Vi far nu ta hand om de enskilda begrinsningsytorna.

/ﬁ‘vdgz/:pdS:/dS:g, (4.13)
Sy 51

S1
eftersom x = 1 pa S1. Pa samma satt far vi pa Ss fS F.dS = g Slutligen sa finner vi att pa Sg sa ar
3
T 2 2 _
/F-dS_—/xyzdS_O, (4.14)
Sa Sa

ty z =0 pa Sa.

Om vi stéller samman dessa utrédkningar har vi

(S/+/+/+/)ﬁ.d§/v.ﬁdv, (115)

S1 S2  S3 \%

och om vi hér l6ser ut integralen 6ver S samt sétter in vardena for de enskilda integralerna far vi

/ﬁ.dgzﬁiizg. (4.16)
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Exempel 4.3: Berdkna ytintegralen

f (a2§: + ayy + 222) -dS (4.17)
S

6ver den slutna ytan S: z2 + y2 + 22 = 2az.

Lésning: Vi borjar med att studera ytan S. Den kan skrivas om som z2 + 32 + (2 — a)2 = a?. Detta &r
en sfir med radien a och centrum i (0,0, a). Lagg mérke till att eftersom ytan redan ar sluten, sa rader
det inte nagon tvekan om hur normalvektorn &ar riktad. Konventionen sidger oss att normalvektorn for
en sluten yta alltid pekar ut fran den inneslutna volymen.

I och med att vi redan har en sluten yta, sa ar det lockande att anvinda Gauss sats, och darfér berdknar vi
divergensen V - (a?% + ayf + 222) = a+ 2z. Innan vi tar itu med volymintegralen byter vi z-koordinaten
till 2/ = 2z — a, s& att sfiren i de nya koordinaterna far sitt centrum i origo. I dessa koordinater blir
divergensen 3a + 2z’. Enligt Gauss sats blir var ytintegral nu

%(a2i+ayz}+z22) -dS = / (3a+22")av . (4.18)
S v’

Vi byter nu till sfariska koordinater, och far

27 ™ a a

/d<p / do / dr (3a + 2rcosf) r?sinf = 27r/ dr [—3ar2 cos 6 + 73 sin? 6'} Z*O
o =

0 0 0

a

= 27r/6a7’2d7“ = 4ma? s

0

(4.19)

vilket &r véirdet pa var ursprungliga ytintegral.

I exemplen ovan ar falten kontinuerliga och deriverbara i hela det omrade dér vi tillampar
Gauss sats. Detta ar viktigt for att resultatet skall bli rétt. Tills vidare undviker vi att forsoka
anvinda Gauss sats pa singulédra félt. Vi kommer att se i kapitel 6 och 7 hur denna svarighet kan

overvinnas.

4.2. KONTINUITETSEKVATIONEN

Gauss sats har manga tillampningar. Lat oss undersoka vad den far for konsekvenser for ett flode
av en gas eller vatska. Det centrala antagandet vi skall gora ar att massan ar bevarad, dvs. att
massan som finns i en volym V endast kan dndras pa grund av flode genom dess begransningsyta
OV. Vi kallar densiteten for p, och hastighetsfiltet i vitskan/gasen for ¢. Det &r naturligt att
inféra massflodestétheten 7= pv; den &r konstruerad sa att méngden massa som passerar genom
ett ytelement dS (med normalens riktning raknad som positivt flode) &r dm = 7- dSdt. (Kontrollera
detta, om det inte dr uppenbart! Ett argument genomfordes i exempel 3.12.) Den totala massan
i volymen ar my = fv pdV . Vi kan nu anvanda massans bevarande for att rdkna ut &ndringen i
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my pa tva sitt: dels genom att derivera uttrycket for massan ovan, dels genom att berdkna flodet
in genom begrénsningsytan. Vi far

% qy
dmv 7 ot

it - [7dS=— [V v (4-20)
oV 174

dér Gauss sats har anvénts i det nedre uttrycket (minustecknet kommer fran att vi rdknar ut
inflédet, fast normalen pekar utat). Likheten mellan de tva uttrycken géller f6r vilken volym V
som helst, sa integranderna maste vara lika. Resultatet ar den sa kallade kontinuitetsekvationen,

ap L
a—&-ng—O. (4.21)

Ni kommer att raka pa den i manga grenar av fysiken. Den uttrycker alltsa att en storhet &r
bevarad (i vart fall massa). p representerar densiteten for storheten och j strommen (mer korrekt:
stromtéatheten). Exemplet géller (med rétt tolkning av storheterna) i alla situationer dér en skalir
storhet ar bevarad. Det kan vara elektrisk laddning (da &r 7' den elektriska stromtéatheten), energi,
kvantmekanisk sannolikhet &sv.)

4.3. STOKES SATS

Vi gar vidare med Stokes sats. Den lyder
/(Vxﬁ)-dsT:j{F-dr«, (4.22)

(cirkeln pa integralen syftar pa integrering 6ver en sluten kurva eller yta, och &r egentligen
overflodig, eftersom en rand inte kan ha nagon rand, dvs. 99S = ). Eftersom vi har att gora
med en yta med en normal och en kurva med en riktning, maste de tva riktningarna véljas ratt i
férhallande till varandra. Konventionen ar att man foljer kurvan runt i positiv riktning och att da
dS ir riktad enligt “skruvregeln”. Observera att det generella monstret i (4.1) gar igen.

Liksom vi gjorde en bild av vad divergens betyder, kan vi forsta rotation pa -
ett liknande sétt. Att ett vektorfdlt har en rotation an tolkas som att faltlinjerna /4 \
“vrider” sig, t.ex. som i figuren. Rotationen &r da riktad enligt skruvregeln, dvs.
ut ur papprets plan. Vi ser i figuren att bade vénsterledet och hogerledet i Stokes \ /
sats blir positiva, om ytans normal tas ut ur pappret och kurvan genomlops moturs. p—

Vi kommer for tillfallet inte att ge nagot exempel pa tillimpningar av Stokes sats, i stil med det
vi gjorde for Gauss sats, utan viantar med det tills vi talar om elektromagnetism. Analogt med
begreppet kalltathet kallas V x F virveltitheten for filtet F.
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Liksom var fallet med kélltdthet/divergens tidigare, ar bilden av virveltdathet/

rotation som ges av figuren ovan starkt forenklad, men fangar det visentliga beteen- !

det hos ett vektorfalt vars rotation &r nollskild. Féltlinjerna behover inte “ga runt” t TT

som i figuren. For en mer forfinad forstaelse uppmuntras lasaren att undersoka t.ex.
vektorfiltet F = e”y, och anvianda Stokes sats for ndgot omrade och dess rand.

Vi skall forstas ocksa repetera ett bevis av Stokes sats. Antag, liksom for beviset av Gauss
sats, att ytan S kan skrivas S = {(z,y, 2)|(z,y) € D,z = g(z,y)}, s& att S parametriseras av z
och y. Hogerledet i Stokes sats kan skrivas som en integral 6ver 0D:

~ ~ OF ~ OF
F-dr= F.—d F.—d . .
f r j{( Pt 5, y) (4-23)
oS oD
Lat oss definiera ett tvadimensionellt vektorfilt G enligt (G, Gy) = (F - 3—;7 F. 3—:) Da &r
]{ﬁ dit= ¢ G- dF (4.24)
as oD

Nu vill vi ocksa uttrycka vansterledet i Stokes sats i termer av faltet G. Vi har
(V x F) - dS = [~(0,F: — 0.F,)00g — (0. Fy — 0,F.)0yg + (0, F, — 0,Fy) dady . (4.25)

Komponenterna av G &r explicit
{ Gy =F, + F.0,9 (4:26)

vilket leder till derivatorna

0yGy = OyFy + 0. F,0yg + F.040,9 + 0y F.029 + 0. F.0yg0,9 ,

0.Gy = 0,F, + 0.F,0pg + F.0,0,9 + 0:F.0,9 + 0. F.0,90,y9 . (4:27)
Subtraktion av dessa, och jamforelse med ekv. (4.25) visar att
(V x F)-dS = (8,G, — 8,G.)dzdy . (4.28)
For att slutligen bevisa Stokes sats behoéver vi visa likheten
@Gy~ 0,G.)dzdy = §(Gudo + Gy (4:29)

D oD
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Detta kallas Greens formel, och den dr kénd fran flervariabelanalysen. Vi kan ocksa visa den
enkelt hiir genom att definiera ett nytt falt H = (H,, H,) = (G,,—G,). Vinsterledet &r da
Jp V- Hdxdy och en liten rikning visar att hogerledet ar $op(Hody — Hydz) = §, H - iids, dér
7 ar normalvektorn till kurvan dD. Detta ar helt enkelt Gauss sats i tva dimensioner. |

Strategin for att berdkna integraler med hjalp av Stokes sats ar forstas lik den fér Gauss sats,
och kan t.ex. sammanfattas:

1. Bestdm kurvan C och rita en tydlig figur.

2. Undersdk filtet F. Berikna V x F. Identifiera singulariteter och dela upp faltet i delfalt.
(Singulariteter kommer att hanteras i kapitel 6 och 7.)

3. Slut C och bestdm ytan S (denna yta &r inte entydigt bestdmd och kan ibland anpassas efter
filtet F.

4. Teckna Stokes sats.

(@1

. Berdkna de ytintegraler som upptrader.

=2

. Kontrollera att delkurvorna och ytan S har konsistenta orienteringar.

Exempel 4.4: Berdkna integralen §F F. d7, dar

F= [a:2 —a(y-i—z)] &+ (y2 —az)@-{- [22 —a(m—i—y)] z, (4.30)
och I" 4r den kurva som utgdr skdrningen mellan cylindern
(x—a)?+y>=da?, z2>0, (4.31)
och sféren

22+ +22=R?>, R>2a, (4-32)

dar a ar en konstant med dimensionen langd.

Losning: Vi kan forst konstatera att skdrningen mellan cylinder och sfar &r en ellipsliknande kurva vars
exakta form ar nagot komplicerad att faststilla. Eftersom kurvan I' 4r en sluten kurva dr det lockande
att anvanda Stokes sats, sa vi berdknar rotationen

VxF=..=a?. (4-33)

Alltsa &r rotationen av F en rent vertikal vektor.
Vi kan nu anvénda Stokes sats, ekv. (4.22), med S = I'. Lagg mérke till att ytan skall orienteras sa att
den foljer hégerhandsregeln. Detta betyder att om vi f6ljer kurvan I' moturs sa skall normalen 7 till S

/(VXF)-déza/z~ﬁds. (4-34)

S S

peka uppat.
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Skaldrprodukten i den sista integralen betyder att vi projicerar ner arean S pa ett plan vinkelrdtt mot
2, det vill sdga pa xy-planet. I detta plan &r skdrningen cylinderns tvarsnittsyta, en cirkel med radien
a, och integralen blir cirkelarean mwa?2.

Alltsa blir integralen till slut

7{1?“ -d7 = ma® . (4-35)

Exempel 4.5: En partikel paverkas av kraftfaltet
F=F, [(ly +sin ”—z)ﬁ;+£@+”—xcos”—zé} . (4.36)
a a a

Vilket arbete utrittar filtet da partikeln ror sig kring den cirkel som ges av skirningen mellan x2 4 y2 +
22 =a? och x = 2?

Losning: For att fa ut arbetet behover vi berdkna integralen fo F.d7. Vi borjar med att bestdmma

skirningskurvan C. z2 + y2 4 22 = a?

ar en sfiar med radien a och centrum i origo, medan x = z &r
ett plan med normalvektorn 7 = —= (—1,0,1). Skirningen mellan de bada ytorna blir en cirkel med
radien a. Den motsvarande cirkelskivan har ocksa normalvektorn n. Med det val som vi har gjort av
normalvektorn, sa géller Stokes sats om partikeln ror sig moturs langs cirkeln.

Vi berdknar nu rotationen

1—m
VxF=...=F i (4-37)
Stokes sats ger oss sedan
%F-d?:/(Vxﬁ).dﬁ
C S
) (1 m)aF, (4-38)
_ T 1 _ (1 —m)aFy
S

vilket ar svaret.
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En viktig observation ar att man kan vélja olika ytor S som alla har samma rand. Integralen
i vansterledet ar alltsa oberoende av vilken man véljer. Tag tva ytor S; och Sy med samma rand.
Genom att sidtta samman dem, och vinda riktning pa normalen till den ena far vi en sluten yta
S med 9S = 0. Vi har alltsa [((V x F).dS = (fsl —f52> (V x F)-dS = 0. Eftersom ytan ir

sluten kan vi anviinda Gauss sats, som siiger att detta skall vara lika med [j, V- (V x F)dV dar
0V = S. Integranden hér &r identiskt noll. Sa vénsterledets i Stokes sats oberoende av vilken yta
man véljer kan via Gauss sats ses som en konsekvens av identiteten V - (V x ﬁ) = 0. Saker hanger
ihop...

Fran Gauss och Stokes satser kan man enkelt hérleda en rad “varianter”, som ofta kallas
“Gauss-analoga” eller “Stokes-analoga” satser. Sadana satser kan fas genom att i integralsatserna
lata vektorfiltet vara F = @ f eller F = @ x @, dir @ ar en konstant vektor. Vi hanvisar till
Oovningsuppgifterna 4.19, 4.22 och 5.10 for dessa foljdsatser.

Som en kuriositet kan man ndmna att det schematiska uttrycket (4.1) faktiskt kan ges en
helt precis mening. Om man vill ldra sig det far man hitta en kurs i differentialgeometri. Med
lampliga definitioner av de ingaende storheterna och integralerna kan man skriva [, dQ = [, Q.
Alla integralsatser vi diskuterat (och manga fler i annat antal dimensioner) &r specialfall av denna
“enkla” formel.

4.4. DIVERGENS, ROTATION OCH LAPLACEOPERATORN I KROKLINJIGA KOORDINATER

Vi skall nu ga tillbaka till uppgiften att konstruera differentialoperatorer, speciellt divergens och
rotation, i kroklinjiga koordinatsystem. Alla konventioner har &r som i kapitel 2. Dar hade vi
pa ett ganska enkelt och direkt satt fatt fram ett uttryck for gradienten av ett skalart falt,
Vo = Z?Zl €; hi g—i. Att gora motsvarande rikning for divergens och rotation &r mycket trassligare
(rekommenderas inte), sa vi skall ta en genvig via Gauss och Stokes satser.

Om vi tillimpar Gauss sats pa en mycket liten (infinitesimal) volym 6V, sa att V - F kan

betraktas som konstant i volymen, ger Gauss sats ett alternativt, och koordinatoberoende, uttryck
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for divergensen,
1 o

V~F:W/F~d5. (4-39)
a8V

Egentligen borde vi skriva ett gransvéarde, men vi kan

tillata oss att tdnka att vi dividerar med differentialer.
Nu kan vi gora integralen i hogerledet, och lata begrans-
ningsytorna till 6V vara koordinatytor for de kroklin-

jiga koordinaterna (u,us,us). Borja med de tva ytor

’ ) +d ) 5 W3
(skuggade i figuren) som ar koordinatytor for u,. Bada (2, uz, u3) (w + dur, uz, us)

dessa ytor har arean hshsdusdus. Normalen for den yta

som ar beldgen vid w; ar riktad at vénster, dvs. —éj, och normalen fér den som ar beldgen
vid uw; + duy ar riktad at hoger, dvs. €;. Bidraget till integralen fran dessa tva ytor ar da
(hahsFy)(u1 + duq, ug, us)dusdus — (hohgF1)(u1, us, ug)dusdus. Detta kan skrivas (med definitio-
nen av vanlig partiell derivata) som a%l(hgthl)duldquug (tdnk pa att saval skalfaktorerna som
komponenterna av F kan bero pa uq). Sedan skall vi enligt ekv. (4.39) dividera med den lilla voly-
men, som vi vet ar hihshsdu;dusdus. Resultatet, sa langt, ar m%(hgthl). Till detta skall
vi lagga bidragen fran de andra tva paren av begransningsytor, us- och ug-ytorna. Den réakningen
behover vi inte gora igen, det ar bara att byta index pa sakerna. Resultatet &r

. 1 0 0 0
- F=—— | =—\(hohsF ——(h1hsF: ——(h1hsoF:
v h1h2h3 (8u1( 273 1)+6U2( 17 2)+6U3( 172 3)>

1 23: 0 (hahshs ,, (4-40)
o h1h2h3 P 8u1 hl ! '

Det &r forstas en nédvéndig kontroll pa att vi rdknat ratt att det blir det vanliga uttrycket for
Cartesiska koordinater. Da &r alla h; = 1, och vi har V - F= E?Zl %Fi, som det skall vara. En
annan, litet mer avancerad, kontroll man kan gora &ar att testa att uttrycket inte &ndras om man

byter t.ex. u; mot uj = cuq, dar ¢ ar en konstant. D& &r % = %%, och foljaktligen h}) = Lh;.
1 1 ¢
Det innebér att ett skaldrt uttryck (som ju inte beror pa val av koordinater) maste innehalla en

faktor h;l for varje %. Detta stdmmer for ekv. (4.40).

Pa ett liknande satt anvinder man Stokes sats for att fa ett koordinatoberoende uttryck for
rotationen av ett vektorfilt. Tag en liten (infinitesimal) yta 65 med normal 7 (ndr vi siger att
ytan skall vara liten menar vi ocksa att den ar “platt”, sa att normalriktningen ar konstant Gver
ytan). Stokes sats siger da

ﬁ-(Vxﬁ):%fﬁ.dﬂ (4.41)

dér aterigen vi har struntat i att skriva ut gransvardet, utan tdnker pa hogerledet som en kvot av
differentialer.
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For att fa fram alla tre komponenter av V x F' behover

vi alltsa gora integraler 6ver tre sma ytor med normalvek-

torer €;. Borja da med att lata §5S vara en ui-yta. Pa lik- (w1, uz, us + dus)
nande sédtt som nédr vi hérledde divergensen fran Gauss
sats ar det forstas praktiskt att lata begréansningskurvan (w1, us, us) (u1, ug + dug, us3)
till 05 besta av koordinatlinjer fér us och ug. Vi borjar

med att berdkna kurvintegralen langs de tva sidor som &ar us-linjer, dvs. den framre och bakre i
figuren. Pa dessa ar d7 = é>hodus. Den bakre linjen gar i negativ uo-riktning och kommer darfor
med minustecken. Vi far bidraget till kurvintegralen (hoFb)(uy,us2,us)dus — (hoFs)(uy, uz, usz +
duz)dus = —%(thg)dugdug. De andra tva linjerna (till vinster och hoger) ger pa samma sétt
aiw(h3F3)dU2dU3. Vi lagger ihop dessa bidrag, och dividerar med 0S5 = hsohszdusdus enligt ekv.

(4.41), vilket ger & - (V x F) = h21h3 [8“2 (hsF3) — 8% (haoFy)]. Sedan far man gora motsvarande
riakningar for att fa fram de andra komponenterna av V x F'. Dessa behéver man inte gora explicit,
utan kan fa dem genom cyklisk permutation av indexen. Resultatet dr da

= = 1 8 a . a a
VxF=e¢ Y hohs {3“2 (hsF3) — 9us (hQFQ):l +62h3h1 {3113 (h1Fy) — B —— (hsF3)
1 0 )
€3 —— ho F: hq F
TS kg [5%( 2F2) = ou 2( ! 1)] (4.42)
1 hi€1  hao€s  hsés

1o} 1%} 9

- dur dus dusz
fhahs hiF h21%2 h35313

Slutligen kan kan man anvénda uttrycken for gradient och divergens for att fa Laplaceoperatorn
pa en skaldr i kroklinjiga koordinater:

AG=Y (Vo) = — Z

hihaohs O¢ ( )
Tiyhahs 4 . 4-43

Ou; h?  Ou,

Aven detta uttryck reducerar till ratt uttryck for Laplaceoperatorn i Cartesiska koordinater, och

ar invariant under skalning av koordinaterna.

Kontrollera sjalv att de uttryck for divergens och rotation som ges i formelsamlingen i cylin-
driska och sfariska koordinater stdmmer. Det ar bara att sétta in. Vi gor Laplaceoperatorn i sfariska
koordinater. Skalfaktorerna &r, enligt kapitel 2, h, = 1, hg = r och h, = rsin6. Instéittning i ekv.

(4-43) ger
1 0 o)) r°sinf 0¢ r?sind O0¢
qu)_rQsinG [37’ (T smaa ) ( r2 80)+3<p <r2sin20390

0

00
10 ([ ,00 10 1 9% (4-44)
T r2o0r (T 87") r251n93< ) r2sin® 0 dp?
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En intressant sak med ett uttryck som (4.44) &r att man kan betrakta funktioner som bara
beror pa 6 och ¢, inte pa r. Sddana funktioner &r funktioner pa en sfir S?, som inte ar ett platt
tvadimensionellt rum. Man kan alltsa komma fram till hur Laplaceoperatorn pa S2 ser ut,

0 1 92

Ag = P gngld L 1 .
S = 006 " 90 T snZe o2 (4-45)

tack vare att sfiren kan biddas in i R3. Denna operator har mycket tillimpningar, t.ex. dyker den
upp i kvantmekaniska system med sfirisk symmetri sasom véteatomen.

Exempel 4.6: Hérled uttryck for divergens och rotation av ett vektorfilt samt Laplaceoperatorn av ett
skalart falt i de elliptiska cylinderkoordinaterna i exempel 2.1.

Losning: Med hjalp av ekv. (4.40) far man divergensen,

1

VA=— - 2 (\/ sinh? u + sin? vAu)
a (sinh2 u + sin? v) Ou
(4.46)
+ (;% (\/ sinh? u + sin? vAU>:| + BBAZZ .

Inséttning i ekv. (4.42) ger rotationen,

1 sinh? u + sin2 va ay/sinh? u + sin? v 2
71 Is} Is a
VxA= Bu v 2z | - (4.47)

a? (sinh? u + sinZ v
( ) av/sinh? v + sin? vA, a+v/sinh?u +sin?vA4, A,

Laplaceoperatorn av en skalar ges slutligen av ekv. (4.43),

2 2 2
Ap=...= ! (8¢+8¢>+8¢- (4-48)

a? (sinh2 u + sin? v) ou? = Ow? 022

Vi har fortfarande inte skrivit ned hur Laplaceoperatorn verkar pa en vektor i kroklinjiga
koordinater. Detta dréjer till kapitel 5. Utan att ga héndelserna for mycket i forvig kan det dnda
vara pa sin plats att varsko att den inte ges av uttrycket i ekv. (4.43) verkande pa var och en
av komponenterna, trots att motsvarande &dr sant i Cartesiska koordinater. Detta beror pa att
basvektorerna inte &r konstanta.

UPPGIFTER

4.1. Kontrollera att de tva leden i Gauss sats 6verensstdmmer genom att explicit rdkna ut dem da
Viarkuben0<2x<1,0<y<1,0<2z<1, och filtet ges avﬁzaxi—l—by@—i—czé.

4.2. Kontrollera att de tva leden i Stokes sats Gverensstdmmer genom att explicit rdkna ut dem
da S ar kvadraten 0 < x <1,0<y <1, z =0, och faltet ges av F= ayz + bry.



4-4.

4-5-

4.6.

4.7

4.8.

4.9.
. Bestdm Laplaceoperatorn i systemet fran uppgift 2.25. Foresla ett fysikaliskt problem till

4.11.

4.12.

4.13.

................................................ CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK

. Ange virdet av tangentlinjeintegralen j§c F.dF, dir F = & (—y,2,0) och den slutna kurvan

20
a
C parametriseras enligt (x,y, z) = (bcost,csint,0), 0 < ¢ < 2.

Haérled uttrycken for divergens, rotation och Laplaceoperatorn i cylindriska och sfariska koor-
dinater!

Det skalara faltet ¢ &r givet i cylinderkoordinater:
22 0.
¢ (0,,2) = ¢o |2¢ + exp —3$ —55 sin ¢

Berdkna A¢(p, ¢, 2).

Vektorfiltet B ar givet i sfariska koordinater:
B (r,0,¢) = 2r cos® 0 — rsin 200 + r sin 0 .

Beriikna V - B och V x B.
Vektorfiltet F ir givet i sfariska koordinater:

- an 3 .
F(r,0,p)=Fy (;) (2 sin 6 cos 7 — cos f cos pf + sin 4,0@) .

Beriikna V - F och V x F.

Berdkna V x ﬁ, dar

2ulvils — uv?d

Viu? + v?

ar givet i det kroklinjiga koordinatsystemet fran uppgift 2.22.

F::

Berdkna Af dar f = uvw &r givet i det kroklinjiga koordinatsystemet fran uppgift 2.23.

vilket detta koordinatsystem borde kunna anvandas.

Bestam Laplaceoperatorn pa ett skalart falt ¢(a, 8,7) uttryckt i koordinaterna fran uppgift

2.27.

Uttryck divergensen av ett vektorfalt A(uy,us, us), dir u; dr koordinaterna i uppgift 2.26, i
derivator av filtets komponenter ldngs dessa basvektorer. Svaret ska endast innehalla koordi-
naterna uq,us och ug.

De kroklinjiga koordinaterna u, v och w &r definierade genom

x = acoshucosv ,
y = asinhusinv ,

=W .
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4-18.

4.19.

4.20.
4.21.

4.22.

Hitta den 16sning till ekvationen A® = 0 som enbart beror pa u, och som antar viardena 0 och

. . 2 2 2 . 2 2 2
2 pa ellipserna 5z + %- = {5 respektive 5= + {5 = 4, med v > 0, 0 < v < 27.

Vektorfiltet F = (aj, -y, 1) och cylinderytan S sammansatt av mantelytan S;, bottenytan

So och locket Ss,
Si: 2?4y’ =d*>, —b<z<b

Sy: z=-b, ar,‘2—|—z/2<a2
Ss: z=b, xz>+y*<a®
ar givna. Berdkna normalytintegralen av F &ver S.

Ledning: V - F=1- 2y. —2y ar udda vid spegling i planet y = 0. Volymen av cylindern ar
27a’b.

Vektorfiltet F = 7+ 2 och ytan S, som &r en del av en rotationsparaboloid, S: z2+y2 = 1—2z,
0<z< %, x > 0, ar givna. Berdkna normalytintegralen av F Gver S.

Ledning: 2 ger bidraget Z. 7 ger bidraget 3F. V = f01/2 (1 =22)dz = %.

Berdkna integralen fs F.dS, dir F = (z,yz,2%) och S dr den del av enhetssfiren som ligger
inom konomréadet 22 4+ y? < 22, z > 0 och normalvektorn till S &r uppatriktad.

Lat S vara ytan 32 + 22 =1, =1 < x < 1, z > 0 med uppétriktad normalvektor. Berdkna
fsﬁ -dS, dir F = (z,22y2%, 22y22).
En partikel paverkas av kraftfiltet

ﬁ:FO [(ﬂ—i—sinﬂ)i—kgg—i—ﬁcosﬂé] .
a a a a a

Vilket arbete utriittar filtet da partikeln beskriver cirkeln som ges av x2 + 3% + 22 = a? och

T =27

Bevisa de Gauss-analoga satserna

V/ Vfdv JV{ fds

/VdeV:%dgxﬁ.
Vv ov

och

Visa att fav ds = 0.
Visa att V =3 §,,, 7 dS. Bekrifta detta for en sfir.

S/dngfzafde.

Bevisa den Stokes-analoga satsen
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Vektorfiltet F ges av potentialen ¢ (z,y,z) = 6xyz + 2zy, det vill sidga F= —V¢. Berédkna
integralen fs F x dS da S &r rotationsellipsoiden S: 22 + 3% + (32 — 1)2 =1.

Ledning: F ir bverallt kontinuerligt deriverbar. fs FxdS=— fv V x ﬁdV, men V x F =
-V xV¢p=0.

Det skalira filtet ¢ (z,y,2) = 22 + y* + 22 och sfiren S: 2% + y? + (2 — 3)2 = 4 &r givna.
Berékna ytintegralen §¢ $dS.

Ledning: §¢ $dS = [, VédV =2 [, (x2 + yj + 22) dV Byt variabel. z; = z — 3, sa att 2% +
y?+ 27 = 4 och beréikna [, (x4 yg + (21 + 3) 2) dV. Sféren gar Gver i sig sjélv vid speglingar
T — —x osv. fg #dS = 6V3.

Trycket p(7) i en kompressibel viitska kan skrivas som p(7) = po — pgz + kz? for z < 0, dir
Do, p, g och k &r konstanter. En kropp nedsénkt i vatten upptar omradet V: 4(%)2 + (%)2 +
4(%)2 +32%2 +48 < 0, dér a dr en konstant. Berdkna den totala tryckkraften F=— fs pd§
pa begransningsytan till kroppen.

Vektorfiltet F' (z,y,2) = (x —y,y — 2,z — x), och ytorna

Sy: 40+ 22=20,

g . z T
: arctan =
2 r+y 3
ar givna. Bestdm kurvintegralen fC F x d7 runt skdrningskurvan C' mellan S; och Ss.

Berikna integralen ¢, F . d7, dir
F = [ —a(y+2)]2+ (> —az)i+ [°—alz+y)] 2,

och T &r den kurva som utgor skirningslinjen mellan cylindern (z — a)2 +y?2=4a% 2>0, och
sfaren 22 + 32 + 22 = R%, R > 2a, diir a #r en konstant med dimensionen lingd.

En kurva C' med parameterframstéllningen 7 = (acos g, asinp,bp), 0 < ¢ < 27, och ett
vektorfilt B = By (%)3 Z ar givna. Berdkna integralen F= fC d7 x B. (Iﬁ ar kraften pa en
stromgenomfluten spolar med strommen I och formen C' i magnetfaltet é)

Vektorfiltet F (7) = L(y— 2,2 —y,22) och ytorna Sy: 4a? + (y — 2)? = 16a2, Sy: z = a &r
givna. Bestdm integralen fC F x d7 runt skarningskurvan C mellan S; och Ss.
Skirningskurvan C' mellan ytorna S; och Sp, S1: 22 +4y? + 22 =462, y <0, So: x +2y =0
och det skaldra féltet ¢ (z,y, z) = a® + 2* 4+ 4zy 4 4y* &r givna. Bestam integralen [, ¢d7 om
C genomlops fran punkten (0,0, —2a) till punkten (0,0, 2a).

. I kvantmekanik har man ett komplext skaldrt falt ¢ som lyder Schrédingerekvationen
zha—w = —h—QAil) +Vy
ot 2m ’
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dar V(7) ar nagon (reell) potential. Sannolikhetstétheten &r p = [1|? och sannolikhetsstrom-
titheten 7= — 28 (4)Ve) — ) V1)). Visa att sannolikhet &r bevarad, dvs. att p och 7 uppfyller

2m
en kontinuitetsekvation.
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5. INDEXNOTATION, IDENTITETER FOR DERIVATOR

5.1. INDEXNOTATION

Det vi nu skall gora &r egentligen inget nytt, utan som rubriken antyder bara en fraga om notation.
Vi skall skriva vektorer och vektoroperationer pa ett annat sitt &n tidigare. Formalismen &r helt
ekvivalent med sddant ni redan kan, men visar sig som vi snart skall se vara ganska kraftfull.

Normalt skriver vi en vektor som A (eller A, men jag har valt att anvinda en pil 6ver bokstaven
for vektorer). Detta skrivséitt ar speciellt trevligt, da det inte beror pa nagon speciell bas. Vektorn
A dr densamma i alla koordinatsystem, Cartesiska savdl som kroklinjiga. I nagon given bas kan
dess komponenter skrivas ut: A= Z?:l A;€;.

Det vi nu skall gora kan vid en forsta asyn te sig som ett steg tillbaka. Istéllet for att anvanda
en koordinatoberoende notation skall vi anvanda komponenterna till A'i ett Cartesiskt koordinat-
system. Sa nér vi talar om vektorn A skall vi skriva

A; (5.1)

vilket vi kan tolka som en lista éver komponenterna, alltsd {A;}3_;. Indexet i kallas ett “fritt
index”, eftersom det kan ta virdena i = 1,2,3 (generaliseringen till annat antal dimensioner &r
uppenbar).

5.2. PRODUKTER AV VEKTORER

Vi skall nu titta pa skaldrprodukt och kryssprodukt i indexnotation. Detta &r ju latt, eftersom
vi sedan lénge vet uttrycken fér dem i termer av Cartesiska komponenter. Skaldrprodukten av
tva vektorer A och B ir A- B = Zle A;B;. For att gora notationen mer kompakt infér vi nu
“Einsteins summationskonvention”, som sdger att vi inte behdver skriva ut summatecknet, och att
summation ar underférstadd sa snart ett index forekommer tva ganger. Med dessa skrivregler har
vi da

(Att vi skriver ligre index har ingen betydelse, om man vill kan man t.ex. skriva A;B*. Forst nir
man sysslar med vektorer/tensorer i icke-Cartesiska system behéver man gora atskillnad pa index
uppe och nere. Detta géller t.ex. i speciell relativitetsteori.) Det hir uttrycket for skaldrprodukten
géller i godtyckligt antal dimensioner. Resultatet av skaldrprodukten &r forstas en skalédr. Indexen
i1ekv. (5.2) ar inte fria index, utan summationsindex, eller kontraherade index.

Exempel 5.1: Vi har redan sett Kroneckers delta, d;;, som definieras av
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(notera att detta helt enkelt 4r matriselementen av enhetsmatrisen).

Betrakta uttrycket d;; A;. Héar ar indexet j repeterat och dérfor ett summationsindex, och uttrycket skall
utlasas Zj:l 0;5A; = A, dvs. helt enkelt multiplikation av vektorn A med enhetsmatrisen.

Exempel 5.2: En matris representeras av sina matriselement (precis som enhetsmatrisen ovan). Det forsta
indexet dr rad- och det andra kolumnindex. Matrismultiplikation MIN = P skrivs som M;;Ng; = F;;.
Sparet av en matris, dvs. summan av diagonalelementen ar trM = M;;.

Nu till kryssprodukt. Lat AxB=0C. Komponentvis géller C; = A; B3 — A3Bs, och de andra
komponenterna ges av cykliska permutationer av indexen. Vi infér nu objektet &;;1, som definieras

av
1, ijk jamn permutation av 123,
gijk =14 —1, ijk udda permutation av 123, (5.4)
0, annars, dvs. om minst tva index tar samma véarde.

€ij1 kallas “e-tensorn”, eller “Levi-Civita-tensorn”. Vi har inte riktigt definierat vad en tensor
dr annu. Det kommer senare, och ar inte speciellt dramatiskt. For tillfallet kan vi bara ténka
pa det som ett objekt som har ett antal index, alltsd en naturlig generalisering av vektor- och
matrisbegreppen. Definitionen (5.4) gor att €;;, har egenskapen att den byter tecken om man
byter plats pa tva index, vilka som helst. Man séger att den ar fullstdndigt antisymmetrisk.

Eftersom €;;;, har tre index, kan vi kontrahera tva av dem med index pa vektorer, och alltsa
bilda C; = €;5A;By. Med hjélp av definitionen (5.4) kan vi rékna ut t.ex. Cy, och far resultatet
Cy = A3B3 — A3Bs, dvs. samma som forsta komponenten av A x B. Detsamma galler de andra
komponenterna. Kryssprodukten skrivs alltsa

—

[A X é]z = EijkAjB/c . (55)

Kryssprodukten ar specifik for tre dimensioner, just for att e-tensorn har tre index i tre dimensioner.
Motsvarande objekt i D dimensioner har D index: €;,4,...i,-

5.3. ALGEBRAISKA IDENTITETER

Indexnotation kan (bl.a.) hjilpa oss att finna identiteter for algebraiska uttryck med skalar- och
kryssprodukt och for uttryck med derivator. Vi skall ocksa se (framfor allt i avsnittet om kontin-
uumsmekanik) att den &r till hjilp bade for modellering och berdkning. I modern fysik ar denna
notation helt forhérskande.

Exempel 5.3: Skaldr trippelprodukt, A. (B X 6') Detta &r lika med e;;1 A; BjC}. Detta uttryck ar battre
an det forsta, eftersom det ger samma roll till alla tre vektorerna, och antisymmetrin vid utbyte av tva
av dem syns tydligt.

Antag att vi har uttrycket Ax (B x C). Hur kan det forenklas/skrivas om? Utskrivet i indexno-
tation blir det €;;1Aj€k1mBiCr,. Kan vi forenkla produkten e;;xerm? Man Gvertygar sig snabbt
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om att paren ij och Im maste vara lika. Antingen &r i = [, j = m eller i = m, j = [. I det forsta
fallet ar resultatet 1, i det andra —1. Man far

€ijkEkim = 0i10jm — Oim0ji (5.6)
(jadmfor de tva leden med hjilp av definitionerna av § och e!). Inséttning ger identiteten

€ijkAj€kimBiCm = (0110jm — 6imd;1) A BiCr, (5:7)
= A;B;C; — A;B;C; , >

och alltsa

Ax(BxC)=B(A-C)—(A-B)C . (5.8)

Ga igenom rékningen som leder fram till ekv. (5.8). Om man kan folja stegen har man erdvrat

en bra del av handhavandet av tensorer. Ett bra tips for att tréna 6gat och hjarnan att titta pa

uttryck som innehaller manga index, ar att forst se efter vilka som &r summationsindex och vilka

som &r fria index. Det ar ju bara de fria indexen som “finns kvar”, och avgdr vilken sorts tensor
man har. Passa ocksa pa att hirleda e;xe;6 = 2d;; och €;5x€i5, = 6.

Flera identiteter kan forstas harledas pa liknande sétt.

5.4. IDENTITETER FOR DERIVATOR; LAPLACEOPERATORN PA EN VEKTOR

Vi skall nu avsluta med att betrakta derivator i indexnotation. Vi har da vektoroperatorn V
med komponenterna da som vi ofta skriver 9;. Gradienten av ett skaldrt falt skrivs [V¢]; = 0;¢.
Divergensen av ett vektorfalt ar V- F = 8,F; och rotationen [VXF } = €45,0; F}). Laplaceoperatorn
verkande pa ett skaldrt falt &r A¢p =V - (V@) = 9;0;¢.

Man kan héarleda en méngd identiteter for de olika typerna av derivata verkande pa produkter
av falt, och for produkter av derivator verkande pa ett félt. Vi skall inte vara uttémmande har.
De man behover for vardagsbruk finns i formelsamlingen. Tag gérna och hérled ett par av dem.
Bland de enklare &r V x (V¢) = 0 och V - (V x F) = 0. Bada dessa identiteter kommer fran
antisymmetrin hos €;5;,. Forsdkra dig om att du kan visa dem. Andra anvéindbara identiteter &r

V- (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB),
Vx(AxB)=(B-V)A- (IQ“iné( -B)A, (5.9)
V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A4+ Ax (VxB)+Bx (VxA).
Hir skall vi tolka A - V som
. B d d

AV=A,—+A,—+A,—. .
\Y 8:1c+ y8y+ 9 (5.10)
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Som en konsekvens av ekv. (5.8) far vi en identitet for rotationen av rotationen av ett vek-
torfalt: V x (V x F) = V(V-F) — AF, som ger ett uttryck for Laplaceoperatorn pé ett vektorfilt:

—

AF=V(V-F)—=Vx (VxF). (5.11)
eller, ekvivalent, operatorlikheten (verkande pa en vektor)
A = grad div — rot rot . (5.12)

Vi minns att Laplaceoperatorn pa en vektor i Cartesiska koordinater fas genom att lata Laplace-
operatorn A = 0,;0; verka pa var och en av komponenterna av vektorn. I kroklinjiga koordinater
ar detta inte lingre sant (beroende pa att basvektorerna inte &r konstanta). Istéllet maste man
anvianda ekv. (5.11). Den som &r hagad kan rdkna ut vad det ger i termer av komponenter och
skalfaktorer i kroklinjiga koordinater, och verifiera att resultatet inte dr komponentvis verkan av
den skaldra Laplaceoperatorn. Annars gér man det nér det behovs.

Den som en vacker dag bestdmmer sig for att studera differentialgeometri kommer att se att
ekv. (5.11), trots att den verkar vara en kranglig omskrivning av Laplaceoperatorn pa en vektor, i
sjalva verket utgor den mest naturliga definitionen av den.

UPPGIFTER

5.1. Visa att en fullstdndigt antisymmetrisk tensor med D index i D dimensioner &r proportionell
mot e-tensorn. Bérja garna i tva dimensioner, dar ;; ar en matris.

5.2. Bevisa identiteterna i ekv. (5.9)!

5.3- Den antisymmetriska tensorn A;; konstrueras fran en vektor @ enligt A;; = ke jpar, dér k ar
en konstant. Fér vilka virden pa k giller A;;A;; = |a|*?

5.4. Ga igenom rékningen som leder fram till ekv. (5.8). Hérled ocksa e;rie r = 20;; och ;5,451 =
6.

5.5. Ge ett alternativt uttryck, utan kryssprodukter, for (@ x b) - (¢ x d).

5.6. A;; &r en antisymmetrisk tensor. Berdkna vektorn v; = €1 imErnpAim Anp-
5.7. Berdkna AE, dér B #r vektorfiltet fran uppgift 4.6.

5.8. Berikna V- {7 x [V x (4 x 7)]}

5.9. Berikna vektorfiltet B = 7 x {V x [ x (A x 7)]} déir A &r en konstant vektor och 7 &r

ortvektorn.

5.10. Bevisa den Stokes-analoga satsen

fdhﬁ:/(ﬁxV)xﬁ.

oS S



5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

................................................ CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK

Visa att ett val av ytan S i xy-planet reproducerar Greens formel.

. Visa att arean av en plan yta omsluten av en kurva C' &r

1
A:2W%deF
C

Det skaléra faltet ¢ ar givet,
o(1) = [V x (Ax O + 7 [V(A- 7],

déir A r en konstant vektor och 7 r ortvektorn. Bestim och beskriv dess nivaytor.

Om 7 ir ortvektorn och A och B ir konstanta vektorer, forenkla sa langt som mojligt uttrycket

—

V. [Ax (7 xB).

M ar matrisen
2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 2
Vad ar vardet av %ijelmnMﬂMijkn?

Matriserna X, Y och Z ges av

|
O = Ot
coo
coo
|
coo
coo
o oW
N
Il
cown
N oo
coo

Berékna €ijk ElmnXil}/}m an

Haérled uttryck for Laplaceoperatorn verkande pa en vektor i cylindriska och sfariska koordi-
nater.

Haérled ett allmént uttryck for Laplaceoperatorn verkande pa en vektor i kroklinjiga koordi-

nater.



CEDERWALL, EN FORSTA KURS T MATEMATISK FYSTK .+ttt vttt eeteeteeneeneaneaneeneaneaneeneenenns 49

6. SINGULARA FALT: KALLOR OCH VIRVLAR

I detta kapitel skall vi dels ga igenom nagra typer av singuléra kall- och virvelférdelningar, dels
undersoka hur man, givet en kéllférdelning kan bestdmma potential och faltstyrka. De falt man
bor kunna identifiera utantill ar falten fran en punktkalla, en linjekédlla och en virveltrad.

6.1. FALT FRAN PUNKTKALLOR

Betrakta vektorfiltet
F(r)=-L ¢ (6.1)

dnr2

Vi kallar detta faltet fran en punktkélla med styrkan ¢. Med
lamplig tolkning av konstanten g kan detta t.ex. forestélla det
elektriska faltet fran en laddning i origo, eller gravitationsfaltet
fran en massa i origo. Det kan ocksa representera flodet av nagon
substans (vitska/gas) med konstant densitet som “skapas” i
origo och flodar radiellt utat. Detta falt ar rotationsfritt, vilket

kan verifieras direkt enligt

1 7 rf rsin 0o
oo 9 9 1o} _
VXF_7T2sin9 ar 0 B =0. (62)
E.(r) 0 0

Rotationsfriheten &r ocksa en direkt f6ljd av att F kan erhallas

fran en skalar potential
q
= — 6.
=1 (6.3)
enligt F = —V¢. (Mer om falt och potentialer foljer i kapitel 8.)

Vektorfiltet F ir ocksa divergensfritt:

V.F=

19 2 4
— = =0, r>0. 6.

r2 or ( 47rr2) (6-4)
Trots franvaron av divergens far vi ett resultat skilt fran noll om vi berdknar normalytintegralen
av F &ver en yta som omsluter origo. Detta gors enklast genom att utfora integralen 6ver en sfar

med radien a:
= g 4 2 _
/F-dS—m-élﬂ'a =q. (6.5)
S

Resultatet ar oberoende av sfirens radie. Vill vi beridkna integralen 6ver en yta med annan form
(som fortfarande omsluter origo) kan vi tillimpa Gauss sats pa volymen mellan ytan och en sfér.
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Eftersom féltet &r divergensfritt fas virdet ¢ for alla ytor som omsluter origo. Om, a andra sidan,
ytan inte omsluter origo, kan Gauss sats tillimpas direkt for att visa att integralen &ar noll. Vi har

= .a_ Ja, oeVv,
/F-dS_{O’ 0o (6.6)
ov

En viktig slutsats &r att det vore fel att naivt tillimpa Gauss sats pa en volym innehallande origo,
trots att faltet ser divergensfritt ut. Det beror pa att det &r singuldrt dér. Med var nuvarande
kunskap far vi acceptera att vi maste undvika punkter dér félt dr singuldra ndr vi anvander
integralsatser.

En mer forfinad version av ekv. (6.6) for normalytintegralen av féltet fran en punktkélla 6ver

i-dS
[ = =o. (67)

S

en godtycklig yta S ar

dar Q ar den rymdvinkel ytan S tar upp sedd fran origo (bevisa gérna detta!). Rymdvinkeln rdknas
hér som positiv da normalen fér S ar utatriktad och negativ da den ar inatriktad.

En fysikinspirerad tolkning av faltet fran en punktkélla ar att det sitter nagot i origo (eller i
den punkt dér faltet ar singulért) fran vilket faltet “fodar”. Detta dr forstas precis vad som asyftas
med termen “punktkélla”. For narvarande kan vi inte skriva detta som ett konkret matematiskt
uttryck for V - F , och ddrmed inte heller anvanda Gauss sats. I kapitel 7 skall vi visa hur dessa
brister kan atgérdas genom att infora s.k. deltafunktioner.

For en allmén faltkonfiguration kan vi definiera: Fdltet F har en punktkalla med styrkan q i
punkten ¥ = 79 om

11_% / F.dS=gq. (6.8)

Ovanstande géller forstas i tre dimensioner. I tva dimensioner har man for faltstyrka och
potential fran en punktkalla:

Feils.
o
a0 (6.9)
=—5-log—,
2T a

dér log ar den naturliga logaritmen, och a en godtycklig konstant med dimension langd, som har
inforts for att man skall ha ett dimensionslost uttryck i logaritmen (olika val av a ger potentialer
som skiljer sig med en konstant).

I en dimension galler

F= gsign(x) ,
2 (6.10)
6= -3l
2

(tink pa att en sfir S° i en dimension bestar av punkterna x = =+a, och att “normalytintegralen”
over denna sfar av en funktion f(z) ar f(a) — f(—a)).
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I godtycklig dimension D > 3 kan man skriva

— q R
F =
Area(SD—l)rD—lr ’

6= q
(D — 2)Area(SP-1)rP-2"’

(6.11)

; _ D2 . . . .
dir Area(SP1) = FZ(’TD 737 4r arcan av enhetssfiren i D dimensioner.

Exempel 6.1: Berdkna integralen fS F. d§, dar S ar ytan p = a — 2z, 0 < z < a, med en normal som
pekar uppat, och faltet ges av

B Fo |:<a2 + r200539> . r20052205in0é 7 (6.12)
a

dar Fp och a ar konstanter.

Losning: Vi borjar med att studera ytan S som &r en kon med spetsen i z = a. Konen har sin 6ppna
bottenyta vid z = 0.

Om vi tittar pa faltet, sa ser vi genast att det har en punktkélla i origo. Fér att tolka de 6vriga termerna
sa skriver vi om faltet som

(cos 07 — sin 9@) . (6.13)

Uttrycket inom parentesen &r basvektorn 2, och rcos @ = z. Vi kan dérfor dela upp faltet i tva delar, en
del som vi skriver i sfariska koordinater, och som ar singulér, och en andra del som vi skriver i Cartesiska

koordinater:
2 2

- - - a“ | Pl
F:F1+F2:F07T+F072. (6.14)
T a

Vi kan behandla normalytintegralerna av I—f'l och F’g separat. F’1 ar faltet fran en punktkaélla i origo med
styrkan 4w Fpa?, och ytan S tar upp rymdvinkeln 27, s4 fs Fy - dS = 2rFya?.

Divergensen av F‘g ar enkel, V - F‘z = 25—22. For att anvidnda Gauss sats behover vi sluta konen, vilket
vi gor genom att lidgga till en cirkelskiva, S1, med ytterradien a och normalvektorn —2 i xy-planet. Py

ar noll pa cirkelskivan, dar z = 0, sa Gauss sats ger

L . 2R
/Fg-dS:/V~ngV:—20/de, (6.15)
a

S 4 \4

dér V' ar volymen mellan konen och cirkelskivan. Den sista integralen gors enkelt. Arean av cirkelskivan

4
pa hojden z dr m(a — 2)2, sa fV zdV = TI'an 2la—2)2=...= EoR

Den totala integralen blir 2w Foa? + %ﬂ'Foaz = 1jc37rF0a2.
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6.2. FALT FRAN LINJEKALLOR OCH YTKALLOR

Betrakta nu féltet i tre dimensioner f

F= %@ . (6.16)
Det ar singulért lings hela z-axeln, och ar helt oberoende av z. Det kan erhallas fran potentialen
o= —% log 2. Formellt tar det samma form som féltet fran en punktkélla i tva dimensioner. Vi
tolkar det som att det finns en linjekdlla med styrkan k pa z-axeln. Om vi ténker i termer av
elektrostatik, och ser ¢ som laddning, ar k£ laddning per langdenhet. En linjekalla behover inte
ha konstant styrka, och kan forstas ligga pa andra kurvor &n en rak linje (vilket &r uppenbart i
den elektrostatiska bilden; man kan lata laddningstétheten per langdenhet variera ldngs en kurva),
men uttryck for falten kan da inte lika latt skrivas ned (vi kommer snart, i kapitel 6.4 och 6.5, att

behandla metoder for att gora detta).

Nérvaro av en linjekélla syns alltid som att faltstyrkan beter sig som %Q 0 nar o — 0, dar o
ar en radiell koordinat pa en liten cirkelskiva med kurvans tangentvektor som normal. Det betyder
ocksa att normalytintegralen av faltstyrkan éver en smal tub néra kurvan &r lika med den inneslutna
kéllan ¢(C) = [ kds, dir C &r den del av kurvan som innesluts av tuben.

Speciellt kan man ofta direkt avldsa normalytintegralen av filtet fran en rak linjekélla med
konstant tdthet. Om integralen av filtet i ekv. (6.16) gors &ver en rak cylinder med héjden h och
godtyckligt tvarsnitt som omsluter z blir resultatet, dvs. den inneslutna kéllan, hk.

Pa motsvarande satt kan vi anvanda den endimensionella punktkéllan for att tala om ytkéallor
i tre dimensioner. Faltet
F = %sign(z)é , (6.17)

relaterat till potentialen ¢ = —%|z|, har samma form som en endimensionell punktkélla i z = 0.
I det elektrostatiska fallet skulle vi kalla o en ytladdningstéathet, laddning per ytenhet. Vi kallar
detta féltet fran en ytkélla i zy-planet med konstant ytkalltdthet o. Liksom for en linjekélla kan
man forstas ha varierande ytkélltathet beladgen pa vilken yta som helst. Kriteriet for att avgora om
det finns en ytkalla ar enkelt, och foljer direkt fran ekvivalensen med en endimensionell punktkélla:
Ndrvaron av en ytkdlla pa ytan S med styrkan o dar liktydigt med att normalkomponenten av F har
en diskontinuitet enligt n - (ﬁ+ — ﬁ_) =0, ddr ﬁ+ ar faltets varde pa den sida dit normalen pekar,
och F_ dess véirde pa motsatta sidan. Se dven uppgift 6.1.
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Exempel 6.2: Berdkna integralen fS F. dS", dér ytan S ges av r = 2a, 0 < ¢ < 27 och % <6< %r och
har normalen 7, och féltet ges av
ﬁ:Fo[(“jug)@Jrfz} , (6.18)
o a a

dar Fy och a ar har konstanter.

Losning: Ytan S &r den mittersta delen av en sfiar. Den avgransas vid z = ++v/2a. Filtet F ar singulért
for o = 0, det vill sédga langs z-axeln. Vi kan skriva det som

> o - a r
F:F1+F2:FOE@+F0;';'~ (6.19)

Vi behandlar de tva delarna var for sig.

Den forsta delen, 17“1, kanns igen som faltet fran en linjekalla pa z-axeln med styrka 27w Fpa. Dess nor-
malytintegral #r densamma som om integralen varit 6ver en cylinder med héjden 2v/2a, fS Fy-dS =
2nFpa - 2v/2a = 4v2rn Fya?.

Den andra delen kan berdknas pa olika satt, med eller utan anvindande av Gauss sats. Vi viljer att

beriikna den direkt. P4 S &r Fs - dS = 2FydS, sé integralen blir 2Fy ganger arean av S. Den senare
berdknas enligt
3mw/4

A=2r / df(2a)? sin 6 = 8v2ma? . (6.20)

/4

Den totala integralen &r alltsd 4v/27Foa? 4+ 16127 Fya? = 202w Fya?.

6.3. FALT FRAN VIRVELTRADAR

Vi skall undersoka faltet

B B i ;

R e (021
e NN

i P Faltet ar singuldrt pa z-axeln, men det beter sig inte som
; : : A féltet fran en linjekalla, utan har istéllet filtlinjer som gar

runt axeln. Vi kan beradkna rotationen av filtet:

for o > 0.

L 1|8 %
VxF=-\|3, 3, 2|=0 (6.22)
1o oL 0

Samtidigt ar

A

el
a
31
1
-

>

N

L
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om kurvan C' omsluter z-axeln ett varv i positiv led, medan integralen blir noll for kurvor som
inte omsluter z-axeln. Man visar detta enklast genom att gora integralen for en cirkel. Sedan kan
Stokes sats tillampas for att komma till andra kurvor, saldnge inte ytan skér z-axeln. Liksom i
fallet med punktkéllan maste man foljaktligen vara forsiktig med att anvédnda integralsatser dar
faltet ar singulart.

Detta kallas faltet fran en virveltrad med styrkan J pa z-axeln. Det vanligaste exemplet &r
det statiska magnetiska féltet fran en strom. Virveltradar kan naturligtvis, precis som elektriska
strommar, ligga ldngs andra kurvor &n raka linjer. Dock &r det inte meningsfullt att séga att
styrkan for en virveltrad beror pa var pa kurvan man &r. Virveltradens styrka definieras ju av en
linjeintegral langs en kurva C' som omsluter virveltraden, och beroende pa vilken yta S man valjer
att ha C som rand skiir S virveltraden pa olika stéillen (se uppgift 8.1).

R 2
Exempel 6.3: Beridkna integralen fo F-d7, dar kurvan C ges av 2 + yj = a? och z = 0, som genomldps
i positiv riktning, och faltet ges av

- sin2¢p | a sin? .
F=ry [Mﬁ ( - “’) } . (6.20)

2a 0 a

Fy och a ar konstanter.

Losning: Kurvan C' ar en ellips med centrum i origo och halvaxlarna a och 2a. Enligt hogerhandsregeln
véljer vi 2 som normal till ellipsskivan. Faltet F &r singuldrt pa z-axeln. Singulariteten sitter helt i
F = FO%@, som vi kdnner igen som en virveltrad pa z-axeln med styrkan 27w Fpa. Vi kallar resten av

faltet ﬁz. Dess rotation ar

0 0P z
= _Fo| & 0 2 Fo
VX Fy=— de O 0z | = —— (6.25)
p o0sin2¢p 92 sin? %) 0 a
2a - a

Eftersom C omsluter z-axeln en gang i positiv led, ger P bidraget 27w Fpa. Bidraget fran Fy fas med
hjélp av Stokes sats som —F/a ganger arean av ellipsen, som #r 2ra?. Virdet pa den totala integralen
ar 2w Fpa — % -27a? = 0.

Notera att vi i samtliga exempel i detta kapitel undviker att anvinda Gauss och Stokes satser
for singulara falt, da vi upprepade ganger har sett att det hinder nagot i de singulara punkterna
som gor att integralsatserna “inte fungerar”. I kapitel 7 kommer vi att se hur vi faktiskt, pa ett
precist séatt, kan definiera divergens och rotation av singuldra falt, och skriva “funktioner” som
beskriver dessa singuldra kall- och virvelférdelningar sa att integralsatserna fungerar.

6.4. BERAKNING AV FALT FRAN KALLFORDELNINGAR

Vi skall nu undersdka hur man kan berdkna falt utifran givna kéllférdelningar (dven virvelfor-
delningar skall behandlas, men det gors béast med begreppet vektorpotential som introduceras i
kapitel 8).
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Lat oss borja med féltet fran en en godtycklig linjekédlla. Vi har da en kurva C dar kéllan
ar beldgen, och en linjekéalltdthet som kan bero pa ldget pa kurvan. I en parametrisering med
parameter 7:

C=7r1),7- <17<T74,

(6.26)
linjekalltathet k(7) .

Vi kan nu beridkna potentialen (eller faltstyrkan) genom superposition. Vi vill berdkna féltet
i en punkt 7, och for att inte blanda ihop beteckningarna fér punkten i vars varde vi soker faltet
(7) och for punkten dar kallan ligger, kallar vi den senares ortvektor 7/. Ett litet linjeelement
ds' = |d7'| = \dd—i/|d7 pa kurvan bér pa en killa (“laddning”) dg = k(7)ds’. Potentialen fran detta

linjeelement ar
k(T)ds

T ixi— 7|

dg(7) (6.27)

Nu far vi hela potentialen genom att lagga ihop bidragen fran olika punkter pa kurvan, dvs.

o(7) =/M- (6.28)

4|7 — 7|
C

genom integration:

For att bestdmma faltstyrkan kan man antingen integrera bidraget

AF(7) = k(r)ds' — T (6.29)
7) = TS47r|F—?’3' .29
eller derivera uttrycket (6.28) for att fa
- k(T)(7 — 7")ds’
F(7) = 6
M= [ A= (6.30
c

Pa precis samma sitt far man potential och faltstyrka fran en ytkéllférdelning. Lat ytan S
parametriseras av tva parametrar u, v, och lat ytkalltdtheten o(u,v) bero pa dessa. Ett litet
ytelement dS’ ger ett bidrag till potentialen i punkten 7:

_o(u,v)dsS’
CAn|F -7

dg(7)

som kan integreras till

o = [ Foete (6.32)

|7 — 7]
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Slutligen kan vi tala om rymdkaéllor, som ju inte ar singuléra kallférdelningar, men som kan
behandlas likadant. Med en kélltathet p(7') har ett litet volymelement laddningen p(7/)dV’, och
ger ett bidrag do(7) = 2529V Potentialen fran rymdkéllan blir

dm/pwwv (6.33)

4|7 — 7]
RS

= dm[F—7]"

=31
=1

langd: ds’

kalla: k(7)ds volym: dV’

kélla: p(7")dV’

6.5. GREENSFUNKTIONER

Vi ser att tillvigagangssittet dr detsamma oberoende av vilken typ av kélla man har: man integr-
erar den infinitesimala kéllan i ett element av kéllférdelningen, multiplicerad med potentialen i 7
fran en punktkélla i 7’. Denna senare funktion ar sapass viktig att den har ett sarskilt namn; den
kallas Greensfunktion. Vi aterkommer i kapitel 9.1 med en mer generell av begreppet Greensfunk-
tioner, och differentialekvationer som de skall uppfylla. For tillfdllet néjer vi oss med: Greensfunk-

tionen 1
G(1 R P)y= ————— 6.
( ) 1 |—o —»/| ( 34)

—

ar potentialen 1 punkten T fran en punktkdlla med styrka 1 i punkten 7'. Potentialen fran en
kdllférdelning p ar

mmz/Gmwwwmw. (6.35)

Motsvarande resonemang kan forstas foras i annat antal dimensioner &n tre. I tva dimensioner

ar Greensfunktionen istéllet potentialen fran en tvadimensionell punktkélla,

-5 1 - S
G(8,8') = —5-log|d - o', (6.36)
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och potentialen fran en kéllférdelning o ar

9(5) = / G(3.3)0(2")dS" (6.37)
R?

Exempel 6.4: Vad ar potentialen fran en ytkélla med konstant tathet og, beldgen pa cirkelskivan med
radie a i (z,y)-planet med z-axeln som symmetriaxel? Speciellt, vad ar potentialen pa z-axeln?

Beteckna, som ovan, ortvektorn for en punkt pa kéllan med 7’ och ortvektorn for punkten vi vill veta
potentialen i med 7. Problemets symmetri gor det lampligt att anvénda cylindriska koordinater, och vi
far avstandet mellan de tva punkterna som

|7 — 7| = /02 + &2 — 200 cos(p — @) + 22 (6.38)

med hjalp av cosinusteoremet. Vi anvander uttrycket (6.32) for att skriva ett explicit uttryck for poten-
tialen:

a 27
(7)) = /dd / de' o 2 : (6.39)
) ) Am\/ 0% + 02 — 200/ cos(p — ') + 22

Vi raknar inte vidare, det ser krangligt ut. Om 7 ligger pa z-axeln forenklas uttrycket till

a

¢(07 07 Z) =

:%[ /9/2_’_22}

’

o'=0 (6.40)

a 27
00
dg' dsﬂ/ 9/7
/ A7 /Q/2+22
0 0
% (\/22 +a2— |z\) .

Vi kan kontrollera vad som hinder da |z| — +oo. D& dr v22 + a2 — |z] = |z|(4/1+a?/22 — 1) =~
2
|2|(1+ ;'2—22 —1) = %, sa ¢(0,0,2) ~ 220 vilket ar filtet fran en punktkilla med styrka ma2op. Bra.

4fz]
Vi kan ocksd kontrollera hur féltet ser ut nira planet, da |z| < a. D& dr V22 + a2 — |z| &~ a — |z|, och
(0,0, z2) ~ %cro(a — |z|). Detta stimmer med féltet fran en oandlig ytladdning (det vill siga effektivt en

endimensionell punktladdning). Ocksa bra.

Exempel 6.5: Bestam, sa langt mojligt, faltet fran en sfiriskt symmetrisk laddningsfordelning p(7) =
p(r).

Losning: Vi kan anvidnda en Greensfunktion enligt ekvation (6.35). Pa grund av den sfiriska symmetrin
kommer potentialen endast att bero pa r, och det riacker att berdkna den for 6 = 0.
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Dé har vi |7 — 7|2 =72 + /2 — 2rr/ cos ¢, och
1

o0 s
1
ry=—2r [ dr' | d0'r"?sin6’ p(r’
9(r) 4n / / Pr) VrZ + 72 — 271/ cos 0/
0 0

™

6’=0

1 1

= 5/dr’r’zp(r’) {—/\/1"2 472 — 2pp! cos@’:|
rr

(6.41)

oo
1
= 5/dr’r'p(r’) (r +r' —|r— 7"/|)

oo

0
T
1
= ;/dr'r'Qp(r')Jr/dr/r/p(r/).
0

r

Léangre an sa kommer vi inte utan att veta nagot mer om funktionen p(r). Genom inspektion av uttrycket
ser vi att om p(r) =0 f6r r > a, sa ar

o(r) = %/dr'rap(r/) , r>a. (6.42)

Detta ar filtet fran en punktkéilla med styrkan ¢ = 4= foa drr2p(r) = fr<ap(7")dV, dvs. den totala
kéllan. Om & andra sidan p(r) = 0 fér r < a, blir ¢ konstant (och faltstyrkan noll) for r < a.

Naturligtvis finns det andra kéll- och virvelférdelningar som ar intressanta och forekommer
i fysikaliska tillampningar, men man behdver inte kunna dem utantill. En speciell intressant
faltkonfiguration ar den fran en dipol, dvs. tva lika och motsatta laddningar néra varandra. Légg en
laddning £ pa (z,y, z) = (0,0,¢) och en laddning —£ i origo. Potentialen fran de bada laddningarna

£
tillsammans blir

- p/e p/e

= - . 6.
¢(7) An|F —ez|  dmr (6.43)
Vi kan skriva |7 —c2| = /0% + (z — €)2, och om ¢ ir litet blir detta /02 + 22 — 262 = V72 — 2e2 ~

r(1—53). Sa |F—152| ~ (14 £). Potentialen blir
. w1 ( ez) 1 wz 1 cos 6

~N— -1+ )= = 3 = - 6.

o(7) dme [r + 72 r 473 2 (6.44)

Alternativt kan man skriva ¢ = fi-7/r3, dir ji = p2 ér dipolmomentet (som alltsa ges av produkten
av laddningen £ och separationsvektorn £2). Kontrollera, t.ex. genom att anvinda Laplaceopera-
torn i sfiriska koordinater, att A¢ = 0 f6r r # 0. En alternativ konstruktion av detta dipolfilt ges
i uppgift 9.9.
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Man kan ocksa definiera “multipolfélt”: kvadrupoler osv. En trevlig évning &r att undersotka

potentialen for ett kvadrupol, som ges av

o(7) = FuT T (6.45)

47rrd

dar pi; = pj; och py; = 0. Kontrollera att A¢ = 0 for » > 0, och skissera faltlinjerna for nagot

enkelt val av . Generaliseringen till multipoler gar nu néistan att gissa (se uppgift 6.36).

UPPGIFTER

6.1. Anvind Gauss sats for att, med lampligt val av en liten volym, visa att normalkomponenten

av faltet har en diskontinuitet dver en ytkilla enligt 7 - (Fy — F_) = 0.
6.2. Vektorfiltet )

—

F =4xg +
och ellipsoiden S: 422 4 4y2 + (z — 1)® = 1 &r givna. Beriikna ytintegralen $s F x dS.

S =y

NE]
— 3
6.3. Vad ar vardet av integralen f g F.dS , dar S ar en sfar med radien a och mittpunkt i origo,
och vektorfiltet F ges av F= %‘;:7%3, dér 7y = 3ga(i" +g—2)?
6.4. Vad &r vérdet av integralen |, S F-dS, dir S &r begransningsytan till kuben med sidlangden 4
och mittpunkt i origo, vars kanter ar parallella med koordinataxlarna, och vektorfaltet F ges
av F = Vi;;"lﬂ

6.5. Berdkna ytintegralen f S F.dS , dar F &r vektorfiltet

ﬁzzg_w
2 + y?

och S #r den del av ellipsoiden 22 + y? + 222 = 4 som har z > 0 och och normalen riktad sa
att - 2 > 0.

6.6. Berdkna normalytintegralen av

= F|
0(x2+y2—|—22)3/2

. a > (1:2 + yz + 22)3/2
x, Y,z + = 2
a a
dver ytan 22 + 32 = (z — 3a)?, 0 < z < 3a. Fy och a ér konstanter.
6.7. Berdkna integralen fC F . dF, dir

2 (x —1)j —y&

F(F) = [EE +0(1 — p)e ?sinp + P(e"cosp — zsinp) + Zcos
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6.13.

6.15.

6.16.
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och C ar kurvan (g, p,2) = (2+ % cos %, t,0) da parametern ¢t gar fran 0 till 47r. (De cylindriska

koordinaterna (g, p, z) ar relaterade pa vanligt sitt till de Cartesiska (x,y, 2).)

Vad ér vardet av integralen [ F.dS, dér F(F) = ?@Q (o ar den radiella cylindriska koordinaten)
och S &r en sfar med radien 1 och mittpunkt i origo?
Lat 7 vara den normal till hyperboloiden 22 + y? — 22 = 4 som pekar fran z-axeln och lat

- _ (zzyz,2y)

U= s Berédkna fS U - ndS over den del av hyperboloiden dir a < z < b.

Vektorféltet /Y( 7) = ( —az,axr — %ﬁ;z, ay + x2) och ytorna

a®y
z24y?

S1: o 4x? +4y? + 2% = 4042
Sy : x2+y2—z2=0, z>0

ar givna. Bestdm tangentlinjeintegralen av A runt skarningskurvan C mellan S; och Ss.

. Berakna integralen fsﬁ . d,g, dér filtet F ges av F = F, (% + Zé) 0, och ytan S ges av

22 +y? = a2, 0 < z < 4a. Fy och a #r konstanter.
Berakna integralen fc F. d7r, dar C' &r den slutna kurvan som bildas av skidrningen mellan

ytorna z = :1:2Z;;y2 och 22 + y? + 22 = 942, och F ar filtet F = Fy (% + 5—2) @. a och F, ar

konstanter.

Vektorfiltet F dr givet i cylinderkoordinater:

F(o.,2) = Fy [(§+Z> (@+¢)+ﬂ ,

liksom ytan S, 0> + 22 + 2az = 3a2. Berdkna normalytintegralen av F &ver S.

. Vektorfiltet F &r givet i sfariska koordinater:
ﬁ(r 0,p) = o [(a2 + arsin 6 cos g@) (sin 07 + cos Hé)
T arsinf

— (a2 + arsin @ sin ¢ — 72 sin? 9) @} ,

och kurvan C ir skirningskurvan mellan ytorna S;: 22 4 432 = 12a? + 8ay och Sy: 2% +y? =
4az — 2ay — a®. Bestim kurvintegralen av F langs C. Ledning: uttryck féltet i cylindriska
koordinater.

Anvénd en (3-dimensionell) Greensfunktionsmetod for att finna det elektriska féltet fran en
linjeladdning langs z-axeln med konstant laddningstéthet o.

Bestdm potentialen inne i en boll med konstant kéllférdelning!

Vektorfiltet F = g + % + zZ och den koniska ytan S: p+ 2z =2, —1 < z < 2 &r givna. Bestam
normalytintegralen | S F-dS.
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6.18. Lat S vara ytan p + z = a, z > 0. Beréikna integralen [ dS x (7 + ad — ap), dir varp, ¢z r
cirkuldra cylinderkoordinater.

6.19. Vektorféltet A och ytan S ar givna i cylinderkoordinater ppz:
— a 2,9 2 ~ o . ~ AN
Ao,p,z)=Ao || =+ —cos" @) o— —sin2pp — —2| |
o a a a

S: 0% — 2apcosp — 3a2 =0, 0 < z < a. Bestim normalytintegralen av A dver S.

6.20. Paraboliska koordinater uvy definieras genom avbildningen
r= (uv €Os p, UV sin ¢, (u2 — 02) /2) ,

u>0,v>0,0<p <27 Idetta koordinatsystem ar givet dels en sluten yta S med ekvationen
u* + v + w202 = 1 och dels ett vektorfilt F genom sin skalarpotential ¢:

¢ (u,v,0) = (u* — 1)2 + (v* + 1)2 + 2uv (sing + uv) + (v + U2)71

Beriikna flédet av vektorfiltet F' ut genom ytan S.
6.21. Ett vektorfilt F kan sonderldggas i tva delar, F=F + 13"2, dér Fy har skalarpotentialen

1
(bl: +$y3 )

\/(g:—3)2+(y+1)2+z2

och dar ﬁg enklast beskrivs i ett cylindriskt koordinatsystem som

2
., 0° —az .
F2: o,
1

diir @ ir en konstant. Beriikna flodet av vektorfiltet F ut ur en sfir med radien 3 och
medelpunkten i ¥ = (2,1, 1).

6.22. Vektorfiltet A och ytan S ar givna i sfiriska koordinater:
- 2 ~
A(r,0,0) = Ay [f (a + rcos29> +6 (gcotH - rsin%’ﬂ ,
roa r a

S: r? (1 + cos? 9) = 2a?. Berikna normalytintegralen av A ver S.

6.23. Vektorféltet
= r\3 a 5
F(r,&p)z(g) r+<1+ )go,

rsinf
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6.26.

6.28.

6.30.
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dér 0y ir sfiriska koordinater, och ytorna Sy: #2412 = 4a2 och Sp: 224 (y + a)® 4 22 = 9a2,
z > 0, ar givna. Bestdm tangentlinjeintegralen av F runt skdrningskurvan C' mellan S; och
So.

En volym begrinsas av hyperboloiden z? + 3% — 22

= a? och planen z = —a och z = 2a.
Berikna [ A - dS éver begrénsningsytan om

o Tz yz .
A= :
x2+y2x+x2+y2y
Vektorfaltet
Bz,y,2) = ——— (—6a2z, —6a2y, (22 + ¢
(z,9,2) x2+y2( a’z, —6a’y, (z° +y°) (2 + a))

och halvellipsoiden S: 2 + 4y? + 922 = 36a?, z > 0 ir givna. Bestdm normalytintegralen av
B éver den buktiga ytan S.

Vektorfltet F(r,0,¢) = Fo(a™'rsin 260 sin o7 — 2a~1rsin? sin pf — (2rsinf)~Lag) ar givet
i sfariska koordinater, med a en konstant med dimensionen lingd. Berdkna tangentlinjeinte-
gralen av F langs skirningskurvan C mellan ytorna S;: 2% + y2 + 22 = 2542, > 0, och S:
162 — 12y — 9z = 0 fran punkten (0, —3a, 4a) till punkten (0, 3a, —4a).

. En elektrisk kvadrupol i origo ger upphov till vektorfaltet

3cos?0—1_ sin20 -
T+ 0

b= 1 1

r r

med r och @ sfariska koordinater. Berdkna flodet av detta falt ut genom den cylindriska burk
som avgrinsas av ytorna x2 +y? =1, z =1, och z = —1.

Ett vektorfalt har potentialen ¢, given i cylinderkoordinater ppz som
a .
¢ = (p +bp) sing

dér a och b ar konstanter. Berdkna vektorféltets flode ut genom begréansningsytan till kuben
med sidan ¢ och mittpunkt i (z,y, z) = (0,d,0) dar ¢ < d.

. Det skalira filtet ¢ (o, ¢, 2) = osin ¢+23 och ytorna Sy: 0> —2%2 =1, 2 > 0 och Sp: 3p?+22 =7

ar givna i cylinderkoordinater ppz. Bestam integralen fc dr¢ av ¢ runt skdrningskurvan C
mellan S7 och Ss.

Vektorfiltet F' ér givet i cylinderkoordinater pypz:
., 1 . S
F (o, ¢,2) = Fo [(0+acosp) b —asinpg] .

a92 + a2 4 2apcos p
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6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

*6.35.

*6.36.

Berakna normalytintegralen av F 6ver sfiren med radie a och centrum i punkten (x,y,z) =
(—a,0,0).
Vektorfiltet F med vektorpotentialen A:
- 2
A= gsin(2ap)@— (Qsin2<p—|— z) gb—l—loggé
a a 0 a

och ytan S: o+ 2z = 2b, 0 < z < b &r givna i cylinderkoordinater (g, ®,z), med a och b
konstanter. Beréikna normalytintegralen [ F-dS.

Vektorfiltet F och ytorna S7 och Ss &r givna i sfariska koordinater r0¢:

3 A
F(r,0,0)=Fy [(anﬁecosw “) P Leoth+ —2 gl
a r r rsin 6

Sy (5)24— L =7—2cos,

a

So: (5)2 — 3L =4cost — 4,
dar Fy och a > 0 ar konstanter. Bestam linjeintegralen fcﬁ X d7 runt skdrningskurvan C

mellan S; och Ss.

Bestdm potentialen pa z-axeln fran den konstanta linjekélltdtheten k ldngs spiralen 7 =
(acost,asint, %), —T<t<m.

En ytkélla med konstant téthet oy befinner sig pa kalottytan r = a, 0 < 8 < 6. Berdkna
potentialen pa z-axeln, och visa att den da 6y = 7 ar konstant i sfaren.

En cylinder med radien a och ldngden b ar belagd med en konstant ytkalltdathet oy, bade pa
mantelytan och dndytorna. Bestdm potentialen pa cylinderaxeln.

Multipoler och klotytefunktioner. Kontrollera att

o ,uil_“iz.lfil s
Dy (T) = JECTA] g

dar p;, .4, ar symmetrisk vid utbyte av vilka tva index som helst och sparlds vid kontraktion
av tva indices, uppfyller Laplaceekvationen for r # 0. Kélla, dipol och kvadrupol svarar alltsa
mot specialfallen ¢ = 0,1, 2. Visa att den kan skrivas

b (F) =17 71Y(0 (0, 9) .

dar funktionen Y,y bara beror pa vinklarna, och alltsa ar en funktion pa 52, en s.k. klotyte-
funktion. Visa att Ag2Y{,) = —£(£ 4 1)Y{,, dvs. att Y(,) &r en egenfunktion till Laplace-
operatorn pa S? (se ekv. (4.45)) med egenvirdet —¢(¢ + 1). Hur ménga linjirt oberoende
klotytefunktioner finns det for ett givet varde pa £7 Klotytefunktioner ar viktiga t.ex. nér
man l6ser Schrodingerekvationen for en véteatom.
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*6.37. Hérled ett allmént uttryck for potentialen fran en rotationssymmetrisk kéllférdelning o (o) i
tva dimensioner (ekvivalent, en kéllfordelning i tre dimensioner som endast beror pa o).

*6.38. Harled genom rekursion uttrycket for “arean” av en sfar av godtycklig dimension!



CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK . tttttttttttttttttiiiaaeaeeeeaeeeennens 65

7. DELTAFUNKTIONER

Vi sag i kapitel 6 att singuléra kéll- och virvelférdelningar ar farliga nér det kommer till integral-
satser. Till exempel 4r normalytintegralen av faltstyrkan fran en punktkalla, F = Tlm T, Over en
sluten yta som omsluter origo inte noll, utan ¢, trots att V - F=0. Divergensfriheten for F galler

dock bara fér r > 0, sa det &r i origo, déar faltet ar singulért, som nagot hénder.

Fran en fysikalisk synvinkel &r det inte sa konstigt. Nar vi tdnker oss en strikt punktformig
kélla (laddning, massa osv.) gor vi nagon sorts idealisering. Det kan t.ex. vara sa att kéllan har en
liten utstrackning, som &r mycket mindre &n de avstand pa vilka man méter falten. Da spelar dess
utstrackning ingen roll, och det blir enklare att hantera den som en idealiserad punktkalla. Man
kan formulera detta som att man har en mycket hég laddningstéthet i ett mycket litet omrade, sa
att den totala laddningen ar dndlig (¢). Ett exempel kan t.ex. vara

. 9., r<e,
o= {5 TS (71)

Pa “stora” avstand (r > ¢, se exempel 6.5) ser féltet ut precis som det fran en punktkélla med
styrka ¢. Det vi skall gora i det foljande &ar ta en gréns e — 0 av uttryck liknande ekv. (7.1). Det
betyder att killtatheten blir storre och storre i ett mindre och mindre omrade, men att den totala
kéillan ar konstant, ¢. Till slut far man, i gransen, en “funktion” som &r noll 6verallt utom i origo,
dér den ar oédndligt stor.

Bilden blir &nnu tydligare om vi tittar pa faltet fran en kélla i en dimension. I en dimension
har vi alltsa % =0, sa F ar konstant. Faltet &r (strunta i konstanten framfor, det viktiga ar hur

funktionen ser ut)
z <0,

>0 (7-2)

(skillnaden i tecken kommer sig av att den radiella enhetsvektorn dr —& resp. & for & < 0 resp.
x > 0). Motsvarigheten till Gauss sats i en dimension ar

b
/ dx(ji—i — [F@)_, . (7.3)

En alltfor naiv tillampning av detta, da a < 0, b > 0, ger (precis som i D = 3) resultatet ¢ for
hogerledet (“ytintegralen”) och 0 for vénsterledet (“volymintegralen”). Det &r “volymintegralen”
som ar fel — derivatan av F' dr inte definierad i z = 0. Vem som helst kan titta pa grafen till
funktionen i ekv. (7.2) och se att dess derivata inte &r 0 i = 0. Snarare verkar den vara “odndligt
stor”.

Sa, vad ar den?

Det kan hjélpa oss att tdnka litet fysikaliskt héar. Antag att kéllan i origo inte verkligen &r
koncentrerad till en punkt, utan att den ar “utsmetad” over ett litet omrade. D& har man en &ndlig
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och fin kalltathet, som dr mycket stor i ett litet omrade. Men vi vill fortfarande att integralen 6ver
den skall bli laddningen. Kan vi ta en “grans” av en sadan mycket smal och mycket hog funktion?

Ja, det gar bra. Man leds till “Diracs deltafunktion”.

7.1. DIRACS DELTAFUNKTION

Diracs deltafunktion kan definieras genom resultatet som fas da den integreras med en godtycklig
funktion f — integrationen plockar ut vardet for f i en punkt:

/ dz §(x — xo) f(x) = f(w0) - (7-4)

Man kan alltsa tdnka pa é(x) som en “funktion” som tar vérdet noll éverallt utom i = 0, och déar
ar “oandligt stor”, precis sa stor att integralen i ekv. (7.4) blir ratt. Fran definitionen foljer att

b
foene={o0 0l )

(vi forutsétter att b > a och att a # 0, b # 0). Diracs deltafunktion, eller kortare, deltafunktionen,
ar ingen funktion i vanlig mening, i och med att dess véarde i 0 inte ar definierat. En sadan hér
generaliserad funktion kallas en distribution.

Liksom vi argumenterade ovan, kan man konstruera en deltafunktion som ett “gransvéarde”
av en foljd av vanliga funktioner. En enkel mojlighet &r att definiera en “ladfunktion” med stod
mellan —5 och 5,

boogewss,
he(x) = (7.6)
0, annars ,
och lata e — 0. Andra mdjligheter &r t.ex.
helw) = ——c (77)
T)=—=e€ - .
‘ e/ T
och
he(a) = ———5 (7.8)
: m(z? 4 €2)’ '

dar ocksa e — 0. I bada fallen konstruerar man funktioner som nér e goérs mindre och mindre
blir allt smalare och hogre, och pa ett sadant sidtt att den totala ytan under funktionen &r 1. De
andra och tredje exemplen &r trevligare pa sa sétt att funktionerna h. har véldefinierade derivator.
Figuren visar approximationen (7.7) for € = 0.5,0.45,...,0.05.
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10 Nk — T ' 1.0
Man kan fortsdtta och definiera derivator av deltafunktionen. Dessa skall bete sig sa att det

gar att partialintegrera i integralerna. T.ex. skall man ha

/dmé(xf:ro)f'(x) = - / dx 8’ (x — x0) f(x) . (7.9)

Den primitiva funktionen till en deltafunktion ar en vanlig stegfunktion,
x
0, =<0,
[ ass =0 ={7" 130 (710

(vérdet i 0 &r inte sa viktigt, men tas ofta till 1/2).

Deltafunktioner i fler dimensioner konstrueras med hjilp av den endimensionella. Salunda &r
0%(8) = 6(x)é(y) i tva dimensioner och §3(7) = d(z)5(y)d(z) i tre dimensioner, och si vidare (no-
tationen “6” betyder alltsa inte “delta upphdjt till D” utan “deltafunktionen i D dimensioner”).
Detta leder uppenbarligen till den 6nskade egenskapen

oo oo oo

RZ dV53(7"'—Fo)f(7“)=_Zo dm_é dy_é 0w~y ~ w0l @)

= f(x07y0a20) .

Om man anvénder andra koordinater &n Cartesiska, maste man vara forsiktig med delta-
funktioner. Om man har kroklinjiga koordinater med skalfaktorer h;, sa ar volymelementet dV =
hihahsduy duydugs. Dérfor fas det énskade resultatet [, dV 63(7 — 7o) f(7) = f(7o) endast om

oL 1
8 (7 — Ty) = h1(F0)h2(FO)h3(F0)5(U1 —u1,0)0(u2 — u2,0)6(uz — us,0) (7.12)
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(kontrollera detta genom explicit inséttning!), och analogt fér annat antal dimensioner. Detta
uttryck géller endast saldnge koordinatsystemet inte degenererar, dvs. salénge inte en punkt svarar
mot flera mojliga varden pa nagon av koordinaterna. Uttrycket (7.12) kan alltsa inte anvéndas for
§3(7) i sfiriska koordinater eller for 63(# — 7g) i cylindriska koordinater d& oo = 0. Det finns knep
for att hantera dven sddana situationer, men vi gar inte in pa dem haér.

I fysikaliska tillimpningar har en (Cartesisk) koordinat dimensionen langd. Integration Gver
en koordinat ger en faktor langd i tillskott i dimension. Det betyder att den endimensionella
deltafunktionen har dimension (lingd)~!. Detta ser man ocksa direkt i approximationerna i ekv.
(7.6), (7.7) och (7.8). En D-dimensionell deltafunktion 6© har alltsa dimension (lingd) =" (eftersom
den ar en produkt av D deltafunktioner av Cartesiska koordinater).

7.2. INTEGRALER AV SINGULARA FALT

Genom att anvianda distributioner kan giltigheten for t.ex. Gauss sats utvidgas till singuléra falt.

Vi gar tillbaka till det endimensionella exemplet. Nu har vi det nédvandiga redskapet for att
skriva ned derivatan av faltet F'(x) fran ekv. (7.2). Den &r precis en deltafunktion,

dF
e ad(x) . (7-13)
Nu stammer de tva leden i “Gauss sats”, ekv. (7.3), overens. Bada ger resultatet ¢. Faltet F' har

en potential ¢ = —Z|x|, som uppfyller

d?¢
— = —qd(x) . 1
7z = —90(@) (7.14)

Pa samma sétt kan vi behandla falt fran singuléra kéllor i hogre dimensioner. Betrakta faltet
fran en punktkélla i origo, F = T2=7. Om Gauss sats skall fungera, maste volymintegralen av
killtidtheten V - F bli q for varje volym som innehaller origo. Darfér behéver man V - F= q&3 (7).
De tva leden i Gauss sats blir da, om volymen tas till en boll med centrum i origo:

/dSﬁ-ﬁ:q (7.15)

(som vanligt), och

/dvv-ﬁ: /qu53(7_"'):q. (7.16)

r<a r<a
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Ett ganska enkelt satt att visa att detta stdmmer &r att approximera den tredimensionella
deltafunktionen ¢3(z) med en regulariserad (“uppmjukad”) funktion

2
€
he(?) = ————— . .
(T) 27‘(’["(7"2 +€2)2 (7 17)
Vi ser dels att
7 r 1 e
hedV =22 [ dr——-— - =922 |- ———— =1, .18
/ @ [ =2 | 2<r2+e2>L_0 (728)
R3 0

dels att lim._,o ho(7) = 0 {6r 7 # 0. Detta récker for att he skall vara en bra approximation av en
deltafunktion. Om vi approximerar filtet med

= q R
Fo(7) = mr ; (7.19)

sa foljer att V - 135 = qh., och i gransen € — 0 alltsa

_ 83z
i 0°(7) . (7.20)
Potentialen till faltstyrkan uppfyller da
A—l = —0%(7) (7.21)
4mr ' &

Vi ser att vi inte langre behdver gora undantag for singuldra falt nér vi kan forsta singulariteten
i termer av distributioner.

7.3. VIRVELTRADAR OCH STOKES SATS

Ovan har vi sysslat med Gauss sats, men Stokes gar lika bra. Betrakta faltet
F(#)=-—¢, (7.22)

som alltsa ges i cylindriska koordinater. Vi ser latt att V x F= 0, utom mdgjligen pa z-axeln, dar
faltet ar singulédrt. Det fysikaliska typexemplet ar det magnetiska faltet fran en ledare pa z-axeln
med strém J = J2. Hir kallar vi det filtet fran en virveltrad. Nu kan vi se vad Stokes sats ger, for en
sluten kurva C' = 05 som omsluter z-axeln i positiv riktning. Enklast ar att utfora linjeintegralen
fér en cirkel, och vi far fas F - d7 = J. Fér att Stokes sats skall fungera maste fS(V X F) -dS ge
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samma resultat. Om vi rdknar ut det for en yta parallell med zy-planet ser vi att det staimmer om
VxF= J262(8), dir g = 00 = 22 + yj. Att detta stimmer (dvs. att man kan approximera F
med ett filt parametriserat av en liten parameter €, och att man far deltafunktionen da ¢ — 0) ar
lamnat som en 6vningsuppgift.

Exempel 7.1: Ett exempel pa en tillimpning av deltafunktionen: Fouriertransform och ortogonalitet.

Givet en funktion f(x) definieras dess Fouriertransform som

Var

o0
- 1 iy
Fk) = / dre™ "™ f(z) . (7.23)
(oo}
Den inversa transformen ger frekvenssonderlaggningen av f(x):

(@) = % / dk e 7 (k) (7.24)

(normeringen har valts for att astadkomma symmetri mellan de tva uttrycken).

Genom att sdtta in det andra uttrycket i det forsta far man, under forutattning att man kan byta

integrationsordning,
oo oo oo [e @)
1 : s 1 S
f(:v)=§/dk6““/dye ““yf(y)=§/dy /dke“f(l A NIOF (7.25)
— 00 — 00 — 00 — 00

Uttrycket inom parenteser i det sista ledet beror bara pa x — y, och om resultatet skall bli f(z) maste
det vara lika med 276(z — y) (se ekv. (7.4)). Genom att byta vagtalet k och koordinaten z far man
1

ocksa fjooo da ei(h—k)z — 2wé(k — k'). Funktionerna e (z) = ﬁe“@x kan alltsa ses som ortogonala och

“deltafunktionsnormerade” med ortogonalitetsrelationen

/ dze, (z)ey (z) =6(k — k') . (7.26)

Man kan bekréfta resultatet genom att gora berdkningen explicit for de regulariserade funktionerna
ep.e(z) = \/%ei’“*gﬁ och lata e — 0 (se uppgift 7.15). Man kan séga att bytet av integrationsordning
i ekv. (7.25), som inte ar tillatet om integralen innanfor parenteserna i hogerledet skall vara meningsfull

i termer av vanliga funktioner, blir tilliten ndr den kan ges en mening i termer av distributioner.

UPPGIFTER

7.1. Konstruera approximationerna till stegfunktionen svarande mot approximationerna av delta-
funktionen i ekv. (7.6), (7.7) och (7.8)!
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73

74
75

7.6.
77

7.8.
7-9

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

. Konstruera approximationerna till de forsta tre derivatorna av en deltafunktion svarande mot

approximationerna (7.7) och (7.8) av deltafunktionen! Skissera funktionernas beteende (m.h.a.
dator om du vill) och reflektera 6ver varfor deras integraler mot en funktion f(x) ger de resultat
de gor i gransen € — 0.

Bestam konstanten a sa att funktionen

2T TE
_ Jacos® ¢, lz| < T
@ ={ ol > %

narmar sig en deltafunktion §(x) da € — 0% (a kan eventuellt bero pa ).

Konstruera en approximation till deltafunktionen som i en gréans € — 0 ger den “vanliga”
definitionen av andraderivata, erhallen fran den vanliga definitionen av derivatan!

Vad ér viirdet av integralen [*_ d0(z — §)tan x da?

Beréikna [*_ 27%6y(z)dz, dir dn(z) = > oo 6(z — n).

Visa att definitionen av §(x) genom “ladfunktionerna” h.(z) leder till §’ som ger det vanliga
gransvérdet 1 definitionen av en derivata nar ¢'(x — xg) integreras mot en funktion f(x) (led-
ning: derivatan av g ar en distribution &ven da e # 0). Om du vill, anvéind andra gréanser for
deltafunktionen for att harleda alternativa definitioner av derivatan i termer av ett gransvéarde
dae—0.

Visa att §(ax) = ﬁé(m), dér a ar en konstant.

Lat f(x) vara en deriverbar funktion som har nollstillena x;, I = 1,..., N. Visa att

Finn Fouriertransformen till deltafunktionen, och till en konstant funktion!

Finn den laddningsdistribution som leder till den elektriska potentialen

oy ={ w72

4mweoro r S To

Skriv ned deltafunktionen §3(7—7g) i cylindriska och sfiriska koordinater fér icke-degenererade
varden pa 7p. Kontrollera att uttrycken har rétt dimension.

he(7) = QM(TZ%Z)Q ir en bra approximation for §3(7) da € — 0. Kontrollera att den har ritt

dimension!

Betrakta faltet fran en odndligt lang virveltrad langs z-axeln, @(7) = ?‘chﬁ Detta falt uppfyller
V x i@ = J§%(3)2, dir 8 = 06 = 22 + y§ (visa girna detta, om du har lust, med en liknande



7.15.

7.16.

7.17.
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approximation som i uppgift 7.13!). Kontrollera att Stokes sats giller &ven for ytor vars rander
omsluter z-axeln.

Visa, t.ex. genom att inféra regulariserade basfunktioner ey .(x) = \/%6“”’5%2 och genom-
féra den gaussiska integrationen, att [~ dx e.o(@)ep o) = d(k — k).

Vad ér, i distributionsmening, laddningsférdelningen fér en punktdipol beldgen i punkten
7 = 7y och med dipolmomentet 1m?

I tva dimensioner, bilda (som vanligt) den komplexa variabeln z = x 4 iy med komplexkon-
jugatet z = x — iy, samt derivatorna a% = %(% — ia%), % = %(% + ia%). Visa att

1%}

&1 = 76%(z,y). Vad har detta med Cauchys formel att géra?
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8. POTENTIALTEORI, LAPLACES OCH POISSONS EKVATIONER

Vi har redan (i denna kurs och i mekaniken) stott pa potentialer till vektorféalt. I mekaniken kunde
man, for konservativa krafter, ha F= —Vo, dar F &r en kraft och ¢ motsvarande potentiella energi.
Begreppet potential har mycket vidare tillampningar &n sa, och dyker upp i de flesta grenar av
fysiken. T.ex. ar det relevant inom elektromagnetism och stromningslara. Vi skall nu undersoka
det litet mer ingaende.

8.1. ROTATIONSFRIA VEKTORFALT, SKALARA POTENTIALER

Ett kraftfalt kallas konservativt om det bevarar den totala mekaniska energin, dvs. kinetisk plus
potentiell energi* . Arbetet som kraften utfér néir en partikel flyttas lings kurvan C' fran 7y till 75
arw= [ c F. dr, och &ndringen i kinetisk energi under tiden ges av T, — 77 = W. Den potentiella
energin maste da uppfylla

/ﬁ-d?: o(71) — 6(72) | (8.1)

for att summan T + ¢ skall vara bevarad. Detta ar liktydigt med att
F=-V¢, (8.2)

och ocksa med att
VxF=0, (8.3)

vilket inses genom att tillimpa Stokes sats pa randytor till slutna kurvor C, runt vilka ekv. (8.1)
ger fcﬁ-di‘:().

I en mer allmén situation n mekanik har vi alltsé ett filt ' som av nagon fysikalisk anledning
ar rotationssfritt (virvelfritt), dvs. uppfyller V x F = 0. Ett sadant filt kan skrivas i termer av en
potential ¢: F=-V¢ (minustecknet dr bara en konvention, som passar bra med energitolkningen
i mekanik). Potentialen ¢ &r inte unikt definierad: om man byter ut ¢ — ¢ + ¢, dir ¢¢ ar en
konstant, dndras inte vektorféltet.

8.2. POISSONS OCH LAPLACES EKVATIONER

Ofta skall ett vektorfilt (ett vektorfdlt med en potential kallas ofta faltstyrka) uppfylla en ekvation
V. F= p, dar p ar en kéllfordelning. Vi har redan tolkat denna ekvation i termer av elektrostatik
och massfléde. Det betyder att potentialen uppfyller

* Att energin #r bevarad dr ett grundliggande faktum. Dissipativa krafter (t.ex. friktion) omvandlar dock
mekanisk energi till virme, en irreversibel process.
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dir A = 0;0; ar Laplaceoperatorn. Denna ekvation kallas Poissons ekvation och ar mycket viktig.
Motsvarande homogena ekvation, dvs. utan kalla,

Ap=0, (8:5)

heter Laplaces ekvation. Ett falt som loser Laplaces ekvation kallas ett harmoniskt falt. Manga
fysikaliska problem kan reduceras till att 16sa Poissons (eller Laplaces) ekvation for nagon kallfor-
delning och med nagra randvillkor (mer om dessa senare). Vi skall dgna kapitel g at en mycket
kort introduktion till ett par metoder.

8.3. DIVERGENSFRIA VEKTORFALT, VEKTORPOTENTIALER

Man kan ockséa undersoka vad som hander om man har ett vektorfilt som &r divergensfritt (kallfritt)
istallet for rotationsfritt, alltsa
V-G=0. (8.6)

Pa liknande sdtt som man visar att ett rotationsfritt falt kan skrivas som gradienten av en skalar
potential, visar man att ett divergensfritt falt kan skrivas som rotationen av en vektorpotential,

—

G=VxA. (8.7)

Vi néjer oss med att notera att detta uppenbarligen &r en 16sning till ekv. (8.6). Vektorpotentialen
till ett givet rotationsfritt falt &r inte unik. Om man ersétter A — A+ VA, dir A &ren godtycklig
funktion, dndras inte G. Detta kallas gaugeinvarians* .

Om man tillampar Gauss sats pa ett sadant falt far man fs G-dS =0 for varje sluten yta S.
Ekvivalent (om man ténker sig en sluten yta sammansatt av tva ytor med gemensam rand) beror
fs G - dS endast pa randen 95 och ar lika med 5585 A-drF.

Exempel 8.1: Ett statiskt magnetiskt falt B &r divergensfritt, och kan alltsa skrivas som rotationen av
en vektorpotential, B=VxA. En integral m = fS B - dS tolkas som det magnetiska flédet genom ytan
S, ochm:§asA-dr

Exempel 8.2: Hastighetsféltet hos en vitska med konstant densitet dr, som vi har sett, kallfritt, och kan
alltsa uttryckas med hjilp av en vektorpotential.

Om filtet G ocksé uppfyller V x G =7 (i det magnetiska exemplet &r 7 elektrisk stromtéthet),
kan detta uttryckas som en ekvation for vektorpotentialen,

—,

Vx(VxA)=7. (8.8)

* Den hir godtyckligheten ser ut som en liten kuriositet just nu, men #r helt fundamental i elektromagnetism, dér
den ligger till grund for att elektrisk laddning &r konserverad. Gaugeinvarians utgor ocksa basen for teorierna
for svag och stark vaxelverkan, och ar alltsa central i teoretisk fysik.
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Detta &r niistan Poissons ekvation for vektorn A. Kom ihag att V x (V x A) = V(V - A) — AA.
Det ar vanligt att man anvéander gaugefriheten for A for att vélja en vektorpotential som uppfyller
V- A = 0. Med detta val far man Poissons ekvation:

AA=-7. (8.9)

Det gar alltid att hitta en vektorpotential som uppfyller detta; gor den inte det fran borjan ligger
man till nagot VA tills det stimmer. Vi gar inte in pa de detaljerna.

Pa detta sdtt ser vi hur fysikaliska ekvationer som talar om vilken kall- och virveltathet
vektorfalt har ger Poissons ekvation for potentialer.

8.4. POTENTIALER FOR GODTYCKLIGA VEKTORFALT

Om vi har ett vektorfilt som varken &r kall- eller virvelfritt, utan uppfyller V - H= p, V X H= 7,
kan vi (eftersom ekvationerna &r linjara) dela upp det i en rotationsfri del F och en divergensfri
del G, dvs. H = F + G, dar

= P, V-
= 0, Vx

ST
QN

V. 0,
V x ; (8.10)

Sedan kan man uttrycka de tva filten som potentialer, F= —Vo, G=VxA

8.5. STANDARDEXEMPEL PA KALL- OCH VIRVELFORDELNINGAR

Lat oss ga igenom “standardexemplen”: punktkalla, linjekélla och virveltrad.

En punktkélla med styrkan ¢ i origo (liksom i de andra fallen fas andra lagen genom translation
av uttrycken) ger som bekant upphov till ett vektorfalt

— q R
F = L (8.11)

Vi har redan sett att detta filt &r rotationsfritt, men har en killa p = ¢§*(7). Filtet har en

potential

o= (8.12)

som uppfyller Poissons ekvation med killan p = ¢&3(7),

A¢p = —q63(F) . (8.13)
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En linjekélla pa z-axeln med konstant styrka k (laddning per laingdenhet, om man ténker pa
ett statiskt elektriskt falt) ger upphov till vektorfaltet

F=—9¢ (8.14)

(detta dr samma falt som fran en punktkélla i tva dimensioner; mérk att ndmnaren i bade detta
fall och det foregaende &r volymen av en (D — 1) dimensionell sfir). Motsvarande potential &r

k. o
— log £ .
® o og P (8.15)

dér vi har infort en konstant a for att undvika att ta logaritmen av nagot dimensionsfullt. Poten-
tialen uppfyller Poissons ekvation:
Ap = —ké*(9) . (8.16)

En virveltrad pa z-axeln med styrka J ger upphov till faltet

- J
G= %go . (8.17)

Vektorpotentialen ar (t.ex., med tanke pa gaugeinvarians)

A=—-"Zlog=, (8.18)

18 % J
0 0 —%logg

Notera att denna vektorpotential uppfyller V - A =0, och darfor ges virvelfordelningen av —AA.
Eftersom A bara har en z-komponent, och z &r en Cartesisk koordinat, kan man anvénda uttrycket
for Laplaceoperatorn pa en skaldr verkande komponentvis for att rdkna ut AA. Det blir samma

rakning som for linjekéallan ovan, och vi har
AA=—Jz6%(3) . (8.20)

Notera att ekvationen V x G = 7 innebar att ji sin tur ar divergensfri, V - 7= 0. Se uppgift
8.1 for en fysikalisk tolkning.
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8.6. RANDVARDESPROBLEM

Vi har sett att Poissons ekvation, och i franvaro av kéllor och virvlar, dess homogena specialfall
Laplaces ekvation, naturligt dyker upp som en differentialekvation som styr potentialerna. Forutom
sjalva differentialekvationen behéver man forstas ange nagon sorts randvirden for att problemet
skall vara vélspecificerat. Vi skall tanka att vi vill 16sa Poissons ekvation i en andlig volym* V.
Att ta reda pa precis “hur mycket” villkor, och av vilket slag, man bor lagga pa faltet pa randen
JV ar ju ett matematiskt problem, men det matematiska svaret pa fragan bor ocksa vara ett svar
inom fysik, sa att en given fysikalisk forutsittning ger en unik 16sning (faltkonfiguration).

Vi tanker oss alltsa att vi star infor ett randvardesproblem, som bestar av den partiella
differentialekvationen A¢ = —p samt nagra randvillkor som siger nagot om hur ¢ beter sig vid
randen. Vi skall utfora ett litet trick for att ta reda pa vettiga sétt att formulera randvillkor.
Antag att ¢, och ¢ bada &r 16sningar. Om vi bildar skillnaden ) = ¢1 — ¢o, uppfyller ¢» Laplaces
ekvation, Ay = 0. Om vi vill att 16sningen till Poissons ekvation skall vara unik kan vi férsdka visa
det genom att visa att 16sningen till Laplaces ekvation &r en trivial potential ) = konstant (kom
ihag att potentialer som skiljer pa en konstant ger samma vektorfilt), sa att ¢; och ¢ maste vara
“lika”, dvs. som mest skilja pa en konstant.

Betrakta nu identiteten

V- (V) = Vi - Vi + P A = Vi - Vip = |Vp|? | (8.21)

som galler nar Ay = 0. Tillampa nu Gauss sats pa vektorfaltet 1yVi. Man far

/|v¢|2dvz /ww-dg. (8.22)
ov

v

Vansterledet ar positivt semidefinit, och noll endast om 1 ar konstant. S& om vi hittar pa randvill-
kor som gor hogerledet till noll har vi visat det vi vill. Ytintegralen i hogerledet &r [, ¥(Vi)-7)dS.
Vi har tva faktorer i integranden, ¥ och V4 - 7 (detta dr “normalderivatan” vid randen, alltsa
riktningsderivatan i normalens riktning). Om den ena eller den andra &r noll pa randen &r 16sningen
till Laplaces ekvation trivial (konstant) pa V (om v|sy = 0 &r 16sningen att ¢ &r identiskt noll,
men om (Vi)|ay - 7 = 0 &r alla konstanta ¢ en 16sning).

Nu kan vi ga tillbaka och se hur randvillkor pa ¢, som skall uppfylla Poissons ekvations, kan
formuleras. Om vi kraver
Dirichlets randvillkor:  ¢|ay = f (8.23)

* Vi har tidigare mest arbetat med lésningar pa hela rummet. Ofta kan man se det som att man har en stor volym
som gar mot oandligheten. Det kan ofta finnas fysikaliska skél att krdva speciella beteenden i odndligheten,
t.ex. att en faltstyrka skall vara kvadratiskt integrerbar for att energin (i elektromagnetism t.ex.), sannolikheten
(i kvantmekanik) eller ndgon annan fysikalisk storhet skall vara andlig.
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dér f &r en funktion pa randen, far vi motsvarande homogena villkor for ¢ = ¢1 — ¢o. Likasa om
vi kraver

Neumanns randvillkor:  (V@)|sy - =g, (8.24)

dir g ar en funktion pa randen. Vi har da visat att Poissons ekvation i volymen V' med nagon
kallfordelning p har en unik 16sning (sdnér som pa en ointressant konstant) for dessa tva typer av
randvillkor.
Exempel 8.3: Ett elektrostatiskt problem. Vi soker det elektriska faltet mellan tva parallella ledande
plan. Att randen ar en ledare betyder att laddningar staller in sig sa att randen &r en ekvipotentialyta.
Man har Dirichlets randvillkor med ett konstant varde pa potentialen pa det ena planet och ett annat

konstant varde pa det andra. Problemet &r endimensionellt. Losningen blir att ¢ gar linjart mellan de
tva varden i utrymmet mellan planen.

UPPGIFTER

8.1. Bevisa/argumentera for att en virveltrad (i en omgivning som inte innehdaller andra virvlar)
inte kan ha dndar, dvs. att den antingen ar sluten eller oandlig, och att den har konstant
styrka. Man kan alltsa inte ha t.ex. 7= 2f(2)d%(g) om inte f(z) = J ir konstant. Tolka detta
resultat for strommen i det magnetostatiska exemplet i termer av konservering.

8.2. Ett vektorfilt F &r givet i sfiriska koordinater som

acosf . bsm99 .

F= T+ 3

3

Bestdm det forhallande mellan a och b som gér att faltet blir virvelfritt. Bestdm potentialen
o.

8.3. Det vektorfilt som har den skalira potentialen ¢(7) = r~=2 cos § kan utanfor origo alternativt
beskrivas med en vektorpotential A. Visa detta genom att ange en explicit form pa A. Vilka
andra A ar mojliga?

8.4. Visa att villkoret for existensen av en skaldr potential till ett vektorfélt i godtyckligt antal
dimensioner ér J; Fj; = 0, och att det dr tomt i en dimension. Vad &r motsvarigheten till en

vektorpotential i annan dimensionalitet an tre?

8.5. Visa eller argumentera overtygande for att om ett skalart falt ¢ uppfyller Laplaces ekvation
pa hela R3 (och inte ér en trivial 16sning med V¢ = 0), kan inte nagon ekvipotentialyta till ¢
vara sluten.

8.6. Lat V vara en begridnsad volym (dvs. 9V &r en sluten yta) som innehaller punkten ¥ = d.
Betrakta Poissons ekvation A¢(7) = —gd?(7—a@) med Neumanns homogena randvillkor pa oV .
Visa eller argumentera 6vertygande for att det inte finns nagon 16sning. Ge nagot exempel pa
fysikalisk tolkning av ekvationen och randvillkoret som visar det orimliga i fragestéllningen.

8.7. Vad ar fel i foljande resonemang?
“Kriteriet for att ett vektorfilt F skall vara konservativt ir att V x F = 0. Om vi kontrollerar
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*8.8.

filtet F = 0”1, givet i cylindriska koordinater, finner vi genom explicit utrikning av rotatio-
nen att V x F = 0. Dirfor finns det en potential till F", sadan att F = —V¢, och fc F.7#=0
for varje sluten kurva C.”

Anvand Gauss sats for att bevisa “Greens andra formel”

f (V) — BV ) - dS — / (AW — PAG)V .
1%

ov

Vailj sedan ¢ som Greensfunktionen ¢ (7) = L ek dar 7o ligger i V, och visa att detta

4| P—
leder till “Greens tredje formel”

¢(F0)=—/A¢dV+7{<¢ F— To + vé >~d§
av

4m|7 — T An|7F = To|®  Aw|T — 7o

(kom ihag deltafunktionen i A). Lat nu ¢ vara en harmonisk funktion (i V') och vélj V' som
en boll med centrum i 7y. Visa att ¢ uppfyller medelvardessatsen for harmoniska funktioner:
medelvardet av faltet 6ver en sfar ar lika med vérdet i sfarens mittpunkt:

6(7o) = %y%dﬂ .
S2

Kontrollera medelvérdessatsen for faltet fran en punktkélla genom explicit integration (nér
sfiren inte omsluter punktkéallan).
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9. NAGOT OM LOSNING AV (BL.A.) POISSONS EKVATION

Vi skall titta kort pa ett par metoder for 16sning av partiella differentialekvationer, med fokus pa
Poissons ekvation. Detta dr ett mycket stort &mne, sa det blir mycket summariskt och allt annat
an heltackande. Numeriska metoder utelamnar vi helt. Jag rekommenderar kursen i Fourieranalys,
och de valfria kurserna Partiella differentialekvationer och Matematisk fysik i F3. Vissa metoder
kommer naturligt in, och utvecklas, &ven i andra fysikkurser, t.ex. kurserna i elektromagnetisk
faltteori och kvantfysik.

De metoder som skall ndmnas har ar

1. Greensfunktionsmetoden. Man utgar fran filtet fran en punktkélla for att kon-
struera faltet fran en godtycklig kéllférdelning.
2. Spegling. En metod som ar intuitivt enkel och ger ett snabbt svar i vissa
speciella geometrier.
3. Variabelseparation. En kraftfull och principiellt viktig metod, som vi skall be-
handla kortfattat.
En metod som ar anvéndbar i tva dimensioner dr konform avbildning; vi lamnar den till kursen
i komplex analys. I praktiken kan man férstas kombinera olika metoder. Exempelvis kan man 16sa
en del av ett problem med variabelseparation, och till slut hamna i ett ldge dér numerisk 16sning ar
av noden, &c. Numeriska metoder for 16sning av partiella differentialekvationer ar mycket viktiga
i sa gott som alla tillampningar.

9.1. GREENSFUNKTIONER

Principen bakom Greensfunktioner ar att om vi kénner till filtet fran en punktladdning, sa kan vi
anvanda superpositionsprincipen for att fa faltet fran en godtycklig laddningsférdelning.

Vi skall har titta pa l6sningar till Poissons ekvation,

A¢(7) = —p(7) . (9-1)

Differentialoperatorn i vénsterledet ar Laplaceoperatorn. Metoden i sig ar mycket vidare tillamplig;
det ar bara de explicita uttryck vi skall harleda som géller speciellt for Poissons ekvation. Forutom
sjdlva den partiella differentialekvationen har man randvillkor som ¢ skall uppfylla pa randen
till det omrade man l6ser Poissons ekvation i. Vi sag i forra kapitlet att det finns tva typer av
randvillkor som ar “bra”, i meningen att de leder till unika l6sningar: Dirichlets randvillkor, som
specificerar virdet av ¢ pa randen, och Neumanns, som specificerar viardet av normalderivatan av
o, 1 - Vo, pa randen. Vi skall nu begriansa oss till homogena randvillkor, dvs antingen Dirichlet,
dlay = 0, eller Neumann, 7 - (V¢)|sy = 0. (Nar det giller omraden som inte dr begridnsade, t.ex.
R3, har vi inte visat samma sak, utan litar mest pa att det ordnar sig.)
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Definition av Greensfunktion: Greensfunktionen dr den funktion G(7, 7') som uppfyller Pois-
sons ekvation (sedd som en funktion av 7) nar det finns en punktkdlla med styrkan 1 i 7', och som
uppfyller randvillkoren.

Uttryckt som en ekvation (i tre dimensioner, analogt i annat antal):
AG(# 7' = =83(7 = 7') (9.2)

samt randvillkoren da 7 ligger pa randen. Notera att Laplaceoperatorn endast har att géra med
7, inte med 7’.

Nu ér tanken att om vi vet 16sningen da det finns en punktkalla nagonstans (varsomhelst), sa
bor vi kunna anvéanda superpositionsprincipen for att fa fram 16sningen for vilken kallférdelning som
helst. Vi kan skriva kéllfordelningen p i hogerledet i ekv. (9.1) “som en summa av deltafunktioner”

enligt
p(7) = / V' 53 (7 — 7)(F) . (03)
V/

Denna ekvation ar egentligen bara definitionen av en deltafunktion (se kapitel 7). Vi skriver alltsa
om Poissons ekvation:
A6(7) = = [V 547 = Fp() (94
V/

Om nu G(7, 7') uppfyller ekv. (9.2), sa foljer det direkt att

o(7) = / av' G(7, #)p(") . (0:5)

A4

Detta visas genom insattning:

Losningen ar alltsa en superposition av 16sningarna svarande mot deltafunktionskéllor, viktade
med p. Om vi kan 16sa ekvationen for en deltafunktionskalla ger ekv. (9.5) ett explicit uttryck for
en godtycklig kallférdelning.

P& R? vet vi vad potentialen fran en punktkilla #r. Greensfunktionen &r

1

T ani—

G(#,7)
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och 16sningen till Poissons ekvation med kélla p blir

1

N ;P
qf)(r)—/dV o
R3

(9-8)

Detta dr forstds samma uttryck som vi hirledde genom superposition i kapitel 6.5. PA R? har vi
l[g—2’]
a )

pa samma sitt G(g, 8') = —% log och

S 1 15
6(8) = 5= [ 45" (@) 1o 127
R2

(9-9)

Uttrycket for potentialen (g.5) &r givet i termer av kalltdtheten p. Hur gér man om k&llfor-
delningen &r i form av t.ex. en ytkilla eller linjekélla? Isafall innehaller p nagon deltafunktion som
gor att uttrycket for t.ex. en ytkalla blir det man tror att det skall bli, namligen

3(7) = /dS’G(F, o (i) | (9.10)

dér o ar ytkalltdtheten. Nar vi har tillgang till deltafunktioner, behéver vi inte skriva ned olika
specialfall beroende pa om kéllan ar en rymdkélla, ytkélla eller linjekalla. Alla fallen técks av ekv.

(9:5)-

Exempel g.1: Tag en linjekilla, p(7) = k§2(g). Vi sitter in i

1
7) = PYG(F, 7#)aV = | d | dS'ke? (8 . .
8(7) /ﬂ(r 67, 7) / : / e T E] (911)
R3 —o0 R2
Hér kan vi utfora integralen f dS’ 6ver z’ och y’, med resultatet
N Iy e — (9.12)
N 4|7 — 22| o

som &r identiskt med den direkta konstruktionen i ekv. (6.28).

Lat oss slutligen understka Poissons ekvation for ett vektorfalt,

VA=-7. (9-13)
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Ekvationen é&r relevant speciellt nar man har ett divergensfritt falt F som dirmed kan uttryckas
som rotationen av en vektorpotential, F =V x A. Det foljer direkt fran konstruktionen for ett
skalart falt, med losningen (9.8), att vektorpotentialen fran en virvelférdelning j{7) kan skrivas

sSom

102\ / j(?/)
A(7) —/dV e (9-14)
R3

Av speciellt intresse ar en virveltrad med konstant styrka J ldngs en oéndlig eller sluten kurva C.

i = [ (0.15)

An|?— 7]

Vektorpotentialen blir

Greensfunktionsmetoden &r en allmén metod, som gar bra att anvénda &ven for andra differen-
tialoperatorer &n Laplaceoperatorn. Den fungerar &ven i situationer da man har tidsberoende, t.ex.
for varmeledningsekvationen och vagekvationen (se kapitel 10.2 och 11.6). Greensfunktionsmetoder
ar viktiga inom manga grenar av fysiken. Sin frimsta anvéndning har de dnda da geometrin inte
ar for komplicerad, utan man kan finna enkla explicita uttryck for Greensfunktionen, som den
for Laplaceoperatorn pa R? ovan. Sadana exakta lésningar till en linjar ekvation kan sedan tjana
som utgangspunkt for behandling av icke-linjara ekvationer med hjilp av storningsteori (se t.ex.
kvantfysikkursen).

9.2. SPEGLING

Vi har sett hur kdinnedom om Greensfunktionen ger fullstandig tillgang till 16sningar till inho-
mogena linjira partiella differentialekvationer. Det dr da inte sa forvanande att det, for krangliga
geometrier, kan vara svart eller omdéjligt att 16sa Greensfunktionsekvationen. For vissa enkla ge-
ometrier kan speglingsmetoden l9sa problemet.

L&t oss borja med att betrakta den kanske enklaste modifikationen av R3, namligen halvrym-
den {7 : z > 0} (med lampligt valda koordinater). Fran forra kapitlet minns vi att randvillkoren
pa planet z = 0 kan vara av tva slag: Antingen Dirichlets randvillkor, ¢ = 0, eller Neumanns,
g—f = 0 (vi begransar oss till homogena randvillkor).

Idén &ar att “laddningen ser sin spegelbild i planet”. Lat ortvektorn for laddningen vara 7.
Om vi skulle tdnka oss ytterligare en killa/laddning pa andra sidan planet, alltsa i den del av
rummet som vi inte alls 16ser Poissons ekvation i, som &r lika stor fast med motsatt tecken, sa blir
den kombinerade potentialen fran de tva laddningarna

B} q g
— - 16
) = 7 —7ol T —A] (9-16)

dér 7 alltsa ar ortvektorn for spegelbilden. Vi ser att ¢ = 0 for de punkter som har lika avstand till
laddningen och dess spegelbild, alltsa punkterna pa randen. Genom att infora en “latsasladdning”
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pa andra sidan planet har vi lyckats fa randvillkoren uppfyllda, och kan sedan glémma den; det &r
som om randen inte ldngre fanns. Greensfunktionen blir hér alltsa

1 1
747T|7_“'—7_"‘0| 47T|7_“’—771|'

G(7, 7o) (9-17)

Har vi istéllet Neumanns randvillkor, kan man enkelt forsikra sig om att det uppfylls om man
véaljer samma tecken i stallet for motsatt for den speglade laddningen.

Detta ér ett bra tillfdlle att repetera begreppen ekvipotentialytor och faltlinjer (till vektorfaltet
—Vo). Se till att forsta att ett randvillkor ¢ = 0 (Dirichlet) betyder att randen &r en ekvipotenti-
alyta, och att 77 - V¢ = 0 betyder att faltlinjerna ar parallella med randen.

Intressant nog fungerar speglingsmetoden &aven for cirklar i tva dimensioner och sfiarer i tre di-
mensioner (i det senare fallet dock endast for Dirichlets randvillkor). Vi hénvisar detaljerna till
uppgifterna g.4 och g.5.

q
o
@ q’ o
—q (Dirichlet)
b 0 7 q (Neumann)

9.3. VARIABELSEPARATION

Variabelseparation ar en kraftfull metod som kan anvdndas om geometrin i ett problem “stammer
overens” med nagot hanterbart koordinatsystem. Den bygger pa att man loser ekvationerna stegvis
i en variabel i taget. Vi kommer inte att kunna utnyttja hela potentialen i denna formalism hér;
for att gora det behdvs metoder fran Fourieranalysen. Vi néjer oss med att ge en introducerande
bild av metoden, med nagra exempel.

Idén &r att 16sa den partiella differentialekvationen (som forutsétts vara linjir) stegvis i vari-
abel efter variabel som en ordinéar differentialekvation.

Lat oss forst betrakta Laplaces ekvation, A¢ = 0, pa en cirkelskiva o = /22 + 32 < a. Pa
randen har man Dirichlets randvillkor, ¢ = ¢y. Detta ar ett trivialt problem, som vi redan vet har
den unika 16sningen ¢(g) = ¢, men vi gar likafullt vidare. Laplaceoperatorn &r

109 1

= 000%0 " 2 0p?
10 0 1

=-T o+ 5Ag
00000 T 278
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dar 50—; kan tolkas som Laplaceoperatorn pa en (enhets)cirkel. Vi vill 16sa ekvationen forst i
variabeln ¢, sedan i p. Om vi gissar, med ledning av randvillkorets vinkeloberoende, att hela
l6sningen dr vinkeloberoende, dvs. att ¢(g) = ¢(o), forsvinner den andra termen i A, och ekvationen

for ¢(p) blir
10 0o\
E% <Q8Q> =0, (9-19)

med lésningarna ¢(p) = A + Blog . Den senare kénns igen som en punktkélla (dvs. den &ar en
16sning bara for g # 0), och far slingas. Matchning med randvillkoret ger A = ¢y.

Detta var mycket besvéar for nagot som vi redan visste. Men antag nu att randvillkoret inte &r
att ¢ skall vara konstant, utan att dar finns nagot vinkelberoende. Tag t.ex. randvillkor ¢(a, ) =
b0 cosmep, dar m ar ett heltal. Aterigen kan vi gissa att hela 16sningen har just detta beroende av
©, sa att

¢(8) = f(o) cosmep . (9-20)
Funktionen cos m¢ uppfyller
82

Ag1 cosmp = a5 COsmp = —m? cos mey (9.21)
Oy

dvs. den #r en egenfunktion till Ag: med egenvirdet —m?2. Dérfor ger inséittning av ansatsen (9.20)
i ekvationen:

1d ([ df (9)) m®
—— | 0——= | cosmp — — cosmy =0, .22
20 <9 a0 v f(o) ® (9-22)
och om detta skall gélla 6verallt pa cirkelskivan maste man ha
d ( df(o) 2 _
0 <Q a0 m”f(e) =0. (9-23)

Den partiella differentialekvationen har nu reducerats till en ordinér differentialekvation.

Med en ansats f(o) = AgP far vi p> —m? = 0, dvs. p = +m, diir minustecknet viljs bort pa
grund av singulariteten i origo. Vi har alltsa visat att en funktion

o(0,¢) = 9o (g)mcosmsa (9-24)

ar en 16sning till Laplaces ekvation pa cirkelskivan med randvillkoret ¢(a, p) = ¢g cos mep.

Hur gér man da om randvillkoret dr en mer allmén funktion, ¢(a, ) = g(p)? Detta gar utéver
denna kurs, men behandlas i Fourieranalysen. Man far da skriva g(y) som en (odndlig) summa 6ver
m av termer med cos me eller sinme (som var och en dr en egenfunktion till Laplaceoperatorn pa
S1) och 16sa det radiella beroendet for var och en av dem. Den slutliga 16sningen har formen av

en oandlig summa av termer, en Fouriersumma.
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Den enklaste situationen déar variabelseparation kan tillimpas ar forstas pa en rektangel a <
x < b, c <y < d. Laplaceoperatorn &r 53—;2 + 59—;2. Om man vill 16sa Laplaces ekvation pa rektangeln
kan man anvénda losningar av typen ¢(z,y) = f(x)g(y), dar f och g har egenvirden med samma
belopp men olika tecken: f”(z) = Af(x), ¢"(y) = —Ag(y). Om den ena &r en trigonometrisk
funktion blir den andra en exponentialfunktion.

Exempel g.2: Funktionen

Ty

COSs %a
d(x,y) = po——=% cos
C
a

T

% (9-25)

b
osh e

léser Laplaces ekvation pa rektangeln —a < z < a, —b < y < b med randvérden ¢(—a,y) = ¢(a,y) =0,
d(z, —b) = ¢(x,b) = ¢o cos FZ.

Separationsmetoden kan forstas anvéandas med fler &n tva variabler. Vill man t.ex. anvanda
den i sfiriska koordinater, hittar man egenfunktioner i tur och ordning i ¢, 6 och r. Eller sa hittar
man direkt egenfunktioner pa S2, s.k. klotytefunktioner (se uppg. 6.36).

Exempel g.3: Bestdm p och £ sa att

o(7) = ¢o (g)p sin’ 6 cos me (9.26)

ar en losning till Laplaces ekvation i omradet r < a.

Losning: Vi minns (se ekv. (4.44)) att Laplaceoperatorn ar

10 ,0 1 9 . 3 1 92
A= ——r‘— — —sinf— + ————
r29r Or r2sin6 00 00 r2sin? 6 Op2
(9-27)
10 50 n 1 A
= — — 7 — — s
r2or or  r2 5
dar Laplaceoperatorn pa S2,
1 0 1o} 1 9?2
Aga = —— —sinf— — .28
ST im0 00 " 96 " sin20 0?2 (9:28)
i sin tur kan skrivas 1 8 9 1
Agz = — —sinf— + ——Ag1 . (9-29)

sin 6 960 00  sin?0

Vi bérjar med funktionen cosm, som #r en egenfunktion med egenvirde —m? till Ag1. Nu krévs det
att sin’ @ cos me #r en egenfunktion till Ag2, dvs. att

1 d dsin’ 0 m?2
= (sing - inf 6 = Asin®6 . .
sin 0 df (sm do ) sin? s s (9:30)
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Direkt derivering visar att detta ar uppfyllt om ¢ = m; egenvardet blir da A = —¢(¢ + 1). Slutligen har
vi den radiella ekvationen, som lyder

217,17) Z(E—l— 1)

R T p o, .
r2 dr (T dr r2 " (9-31)

Detta ger p = £ eller p = —¢ — 1. Den senare 16sningen ar singulér, sa vi véljer den forra.
4
Funktionen ¢(7) = ¢o (g) sin @ cos £y ar alltsd en 16sning till Laplaces ekvation.

Vi kan inte i denna kurs gora separationsmetoden full rattvisa. For att helt utnyttja den kravs

metoder fran Fourieranalys, dir godtyckliga funktioner kan utvecklas som en serie av funktioner

som dr egenfunktioner till nagon differentialoperator. Tills vidare ndjer vi oss med att vissa typer av

randvirden har den trevliga egenskapen att de sjalva ar egenfunktioner till t.ex. Laplaceoperatorn

i randvariablerna, och att man utifran randvillkoren kan gissa sig till en ansats for den fullstdndiga

16sningen. Detta kommer att anvéndas vid problemlésning i kommande kapitel.

UPPGIFTER

9.1. Los Poissons ekvation pa R med en punktkélla i z = 0.

9.2. Bestdm Greensfunktionen for Poissons ekvation pa halvrymden {(x,y, z) : z > 0} med Dirich-
lets homogena randvillkor pa randen. (Ledning: en tankt extra punktkilla pa andra sidan
begransningsplanet kan gora att randvillkoret uppfylls, om dess laddning och lage véljs rétt.)

9.3. Bestdm Greensfunktionen fér Poissons ekvation pa {(z,y,2) : z > 0} med Neumanns ho-
mogena randvillkor pa randen.

9.4. Bestim Greensfunktionen for Poissons ekvation pa cirkelytan {(z,y) : 22 + y? < a?} med
Dirichlets homogena randvillkor pa randen.

9.5. Bestdm Greensfunktionen for Poissons ekvation i en sfir med Dirichlets homogena randvil-
lkor.

9.6. Bestdm Greensfunktionen for Poissons ekvation utanfér en sfir med Dirichlets homogena

9.7

9.8.

9-9-

g.10.

randvillkor.

Visa att alla ekvipotentialytor till potentialen fran tva lika stora och motsatta punktkéllor i
tva dimensioner &r cirklar. Rita. Tolka spegling fér Dirichlets randvillkor pa en cirkel i termer
av detta pastaende.

Visa att tva punktkéllor, vars laddningar har olika tecken, i tre dimensioner har precis en
ekvipotentialyta som ar en sfar. Rita. Tolka detta i termer av spegling.

Visa att féltstyrkan fran en punktdipol kan fas genom att ta féltet fran en liten (cirkulér)
virveltrad, vars radie € gar mot noll samtidigt som Je? halls konstant, dir J &r styrkan hos

virveltraden.

Pa en sfar med radien a befinner sig en ytkéalla med tdtheten o = ogcosf, dar 6 ar vinkeln
fran en punkt pa sfaren. Bestdm vektorfaltet for en punkt pa symmetriaxeln.



9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.17.

................................................ CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK

. Bestédm 16sningen till Poissons ekvation A¢ = —kr i omradet r < a med Dirichlets homogena

randvillkor for r = a (k &r en konstant).

I en kvadrat uppfyller det skaldra filtet ¢ Laplaces ekvation. Utefter kvadratens sidor varierar
¢ linjart fran —V i ett av hornen till V' i det diagonalt motsatta hérnet. Bestdm ¢ i kvadraten.

Bestdm den 16sning till Laplaces ekvation i cirkeln ¢ < a som uppfyller ¢ = ¢gcosmy pa
randen, dir ¢ ar vinkelkoordinaten och ¢y en konstant. Tolka garna ditt svar i termer av
funktioner av en komplex variabel.

2
Bestdm l6sningen till Laplaces ekvation mellan ellipserna Cp : Cosiz ot Singz o= a® och
2 .
CQ : cc>s:}6172u2 + sinh? ug = a2 med randvillkoren (blcl = 0, ¢‘C2 = ¢0
Berdkna, girna med en Greensfunktionsmetod, potentialen och filtet fran en linjekédlla med

total laddning @ och konstant laddning per lingdenhet, beldgen pa z-axeln mellan z = —a och
z = a. Kontrollera att faltet pa stora avstand r > a approximeras av det fran en punktkalla.
Kontrollera ocksa att griansen a — oo ger standardféltet for en linjekélla pa z-axeln.

. Om ett medium, t.ex. ett plasma, innehaller rorliga laddningar, kommer nérvaron av en punkt-

laddning att attrahera laddningar med motsatt tecken och repellera sadana med samma tecken.
Faltet fran laddningen blir svagare &n i vacuum, eftersom det (delvis) kancelleras av féltet
fran laddningarna den attraherat. Detta kallas “skarmning”. En ekvation som anvands for att
modellera skdrmning ar modifikationen av Poissons ekvation,

(A=k)p=0,

utanfor en kélla, dar k& ar en invers ldngd. Visa att potentialen fran en punktkilla ¢ i origo
(dvs. Greensfunktionen till denna differentialekvation) ar

q —kr
= —=e .
¢ 4rr

Om denna potential istallet hade kommit fran Poissons ekvation med en laddningsférdelning,
berékna den totala laddningen innanfor en sfir med radien R, och visa, genom att lata R — oo,
att den ansamlade laddningen med motsatt tecken ar precis lika stor som den ursprungliga
punktladdningen. (En annan situation dér denna ekvation uppkommer &r nir man betraktar
“fotoner” med massa. Potentialen ¢ kallas da Yukawapotential.)

I tva dimensioner, bestdm potentialen fran en homogen linjekélla med linjekalltathet oy pa
y-axeln mellan y = —a och y = a. Kontrollera att din 16sning uppfyller att z-komponenten av
vektorfiltet F = —V¢ ar diskontinuerlig enligt:

+ _ - __ ) 0o, ‘y|<a7
Fat(O ay) FI(O 7y){0, ‘y|>a'
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9.19.

9.20.

9.21.

Hjalp: En primitiv funktion som kan vara anvandbar ar

t
/log(t2 + *)dt = tlog(t* 4 ¢*) — 2t + 2carctan - .
c

. En plan metallyta har en halvsfarisk upphdjning med radien a. Mitt éver denna upphdjning,

pa héjden 2a 6ver planet, befinner sig en punktkélla med styrkan ¢. Bestam potentialen ¢ fran
punktkéllan, om potentialen i odndligheten och pa metallytan &r noll.

Visa genom variabelseparation att Laplaceekvationen pa en torus 72 inte har nagra andra
16sningar &n en konstant. En torus 72 = S' x S! #r produkten av tva cirklar, och Laplace-
operatorn dr A = 387; + 887;, dér ¢ och v ar tva vinklar. Man kan ocksa se torusen som en
kvadrat med periodiska randvillkor, dvs. f(z + a,y) = f(z,y + a) = f(z,y).

Los Laplaces ekvation mellan tva hyperbler av typen y = C/z, nér filtet tar ett konstant
varde pa vardera hyperbeln.

Lat Cy och Cy vara tva slutna kurvor (i tre dimensioner). Man kan definiera en topologisk
invariant, lankningstalet /N, som talar om huruvida de tva kurvorna &r sammanlénkade, och
isafall hur manga varv. Om N = 0 &r inte kurvorna sammanlinkade, om N = +1 hénger de
ihop som tva ldnkar i en kedja, osv. Visa (med hjilp av en Greensfunktion och genom att se den
ena kurvan som en virveltrad) att lankningstalet ges av uttrycket (Gauss lankningsintegral)

Py — 7 o

N = ——— . (d7 x d7Psy) .
74?{4w'1—?2|3(1 2)
0102

Reflektera ocksa 6ver Stokes sats i sammanhanget.
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10. DIFFUSION, VARMELEDNING

Varmeledningsekvationen (eller diffusionsekvationen) &r en partiell differentialekvation som dyker
upp i manga omraden av fysiken. Den styr hur virmeenergi transporteras genom ett material, hur
kemiska dmnen diffunderar, osv. Detta ar det férsta exemplet, undantaget kontinuitetsekvationen,
pa en ekvation med tidsberoende vi behandlar. Ett par till (vagekvationen, Maxwells ekvationer,
Navier-Stokes ekvation) kommer langre fram.

10.1. VARMELEDNINGSEKVATIONEN

Vi skall “hérleda” ekvationen for varmetransport. For andra fysikaliska diffusionsfenomen géller
i stort sett samma hérledning, fast med andra bokstaver. Vi skall inte diskutera under vilka
omstandigheter ekvationen ar giltig, utan lamnar det till andra &mnen. Det gor att hérledningen i
sig blir litet skakig, och i viss man kan tyckas bygga pa antaganden och idealiseringar som inte &r
sa vil motiverade, och det ar sant.

Vi ténker i forsta hand pa vArmetransport i ett fast material. (Om man har en vétska eller
gas, kan materialet sjalvt vara i rorelse, och varme kan transporteras pa det séttet. Detta kallas
konvektion, och ar i manga situationer en snabbare process for temperaturutjamning an diffusion.
I ett rum som vérms av ett vArmeelement, t.ex., 4r konvektion mycket viktigare &n diffusion —
luften cirkulerar.) Varmeenergitdtheten e i materialet ar typiskt proportionell mot temperaturen*
enligt

e=cpT (10.1)

diir p dr densiteten och ¢ virmekapacitiviteten (som alltsd mits i Sl-enheten Jkg=1-K~1!). Om
varmeenergi transporteras i materialet kan vi ocksa definiera en varmestromtéathet ¢, definierad sa
att det genom en infinitesimal yta med ytelement dS under en tid dt fiédar energin dF = ¢~ dSdt.
Virmestromtitheten bér alltsa SI-enheten W-m™2.

€ och ¢ maste uppfylla en kontinuitetsekvation. Detta pastaende géller sa snart man har en
tathet och en strom som “hor ihop”, dvs. de beskriver tathet och rorelse av samma storhet (i detta
fall energi). Vi hirledde kontinuitetsekvationen for massflode med hjilp av Gauss sats i kapitel 4.2.
Liksom da &r det vért att betona att kontinuitetsekvationen uttrycker att en storhet (i detta fall
energi) ar bevarad. Kontinuitetsekvationen lyder

0
87;+v.§:0' (10.2)
Ibland vill vi ocksa ta hansyn till att virmeenergin inte &r bevarad, utan att det finns en kalltathet

s. Da éndras ekvationen till att lyda

Oe

—+V-7=s. 10.

Y (10.3)
* Strikt talat #r det snarare sa att € = eg + c¢pT approximerar energins beroende av temperaturen i stora

temperaturintervall, som inte innehaller fastévergangar. Konstanten eg ar ovasentlig i det foljande.
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For att na fram till varmeledningsekvationen, som &r en ekvation for T'(7, t), behovs ytterligare
ett antagande. Vi antar att virmestrommen ¢ ar proportionell mot temperaturgradienten (detta
ar mycket likt ett antagande om t.ex. att en elektrisk strom ar proportionell mot det elektriska
faltet). Eftersom temperaturskillnader tenderar att utjimnas, bor proportionalitetskonstanten vara
negativ,

qd=—AVT . (10.4)

Materialkonstanten A kallas viarmeledningsformaga. Ju storre den &ar desto snabbare flédar en-
ergin och utjamnar temperaturskillnaderna. Vi skall fér 6vrigt antaga att denna materialegen-
skap, liksom densiteten och virmekapacitiviteten, dr konstanta, sa att vi har att gora med ett
homogent och isotropt material. Genom att satta in detta sista antagande i kontinuitetsekvationen

fas varmeledningsekvationen, 5
T
Py MT =5 . (10.5)

Véarmeledningsekvationen (eller diffusionsekvationen) lyder

oT
— — kAT =u , 10.6
oy (10.6)
dér w(7,t), lampligt normerad, dr varmekalltdtheten (i termer av storheterna ovan, u = 5) och
- 2
=2

Vi kan notera ett par saker.

Viarmeledningsekvationen ar en forsta ordningens ekvation i %. Begynnelsevillkor skall alltsa
ges for T'(7,to), men inte for tidsderivatan.

Om man har en stationdr temperaturférdelning, som alltsa inte beror pa tiden, reduceras
varmeledningsekvationen till Poissons ekvation.

Exempel 10.1: I en boll med radien a finns en homogen véirmekalla. Pa randen halls temperaturen
(med nagon termostatanordning) till funktionen T'(a,0,9) = To(1 + %cos 0). Bestam den stationira
temperaturfordelningen i bollen r < a.

Det blir alltsa Poissons ekvation, AT = —pg, dir pp nu ar kvoten av den konstanta varmekalltdtheten och
varmeledningsférmagan. Vi har inte utvecklat nagra allmidnna metoder for att 16sa liknande ekvationer.
Fourieranalysen kommer att gora det. Vi blir tvungna att gissa litet, men om vi hittar en 16sning vet vi
att den &r unik. Vi ser att kéllan inte har nagot vinkelberoende. Om inte randvillkoret heller hade haft
det hade vi kunnat gissa pa en helt vinkeloberoende 16sning. Nu har man ocksa en term i randvillkoret
som ar proportionell mot cosf. Den enklast méjliga ansatsen skulle vara att tro att d&ven temperaturen
sjalv har en vinkeloberoende term och en term proportionell mot cos 8, alltsa T'(r, 0, ¢) = f(r)+g(r) cos 6.
Vi berdknar Laplaceoperatorn pa denna ansats, och far

10 /,0 19 B
AT = — — (r2— 9) 7—('9— 9)
72 or (T arf H9cost) ) + 5 g (sind5g 9 cost)

1 (10.7)
=3 [(rzf')' +cosO((r2g") — 29)] .
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(Detta visar, i och med att ingen annan typ av vinkelberoende genererades, att ansatsen var bra.)
Detta skall matchas mot killtermen, vilket innebir att »—2(r2f') = —pg, (r2g’)’ — 2g = 0. Vi léser
ekvationen for f genom att integrera tva ganger, vilket leder till f(r) = —%p()TQ + é + B, dar A och B
ar konstanter. Ekvationen for g kan 16sas genom att ansidtta en homogen 16sning g = konstant x rP, som
ger p(p+1) —2 =0, dvs. p =1 eller p = —2. Temperaturen ar

D cos 6
rz

1 A
T(r,0,p) = —6p0r2 + - + B+ Crcosf + (10.8)

Termerna med konstanterna A och D &r singuldra i » = 0, s& dem vill vi inte ha med. (Vi kdnner
ocksa igen A-termen som potentialen fran en punktkalla i origo, och nagon sadan finns inte. D-termen

ar potentialen fran en punktdipol.) Randvillkoret vid r = a ger B = %poa2 + To, C = g—g, och den
resulterande stationdra temperaturfordelningen ar alltsa
1 5 2 T
T(r,O,Lp):Epo(a —r°)+To 1+2—cost9 . (10.9)
a

10.2. GREENSFUNKTIONER FOR VARMELEDNINGSEKVATIONEN

Som tidigare utlovat, kan vi bestdmma Greensfunktioner aven for tidsberoende differentialekva-
tioner. Vad menar vi med en Greensfunktion? Att den ar den temperaturférdelning som uppkommer
om kéllan dr en deltafunktion bade i rum och tid. Om vi ténker i termer av energi, betyder det
att man har en punktlik energikélla som “finns” bara under ett 6gonblick, men &r precis sa stark
att den tillforda energiméangden ar dndlig. Det kénns som att det skulle betyda att temperaturen
sjalv ar ungefar en deltafunktion alldeles strax efter det att kéllan har “blinkat till”. Vi skall strax
se att det ar sa.

Vi soker alltsa 16sningen till Greensfunktionsekvationen svarande mot vérmeledningsekva-
tionen:

(57— #8) Gt ) = 677 = #)a(c 1) (10.10)

pa hela rummet R”. Finner vi 16sningen till denna ekvation, kan losningen till viirmelednings-
ekvationen (10.6) for godtycklig kallfordelning u skrivas

T(7t) = /dt’/de'G(?,t; 7ot u(? ) (10.11)

(beteckningen d”x betyder en D-dimensionell integral). vilket ses genom att sitta in detta T i
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véarmeledningsekvationen:

g_ —'_OO/ ng_ = g2 I\, (2 g
(815 k;A)T(r,t)—/dt /d T (815 kA)G(T,t,r,t)u(r,t)

= / dt’/de’ o (7= 7)ot =t )u(i, 1) = u(7t) .

(10.12)

Vi har skrivit ekvationen i D dimensioner, och vill nu 16sa den pa ett odndligt rum. Istéllet
for en metodisk losning skall vi skriva ned 16sningen och visa att den uppfyller ekvationen. For

det forsta kan vi anviinda translationsinvarians i rum och tid 6r att skriva G(7,¢; 7', ¢') = G(7 —

7/,t —t'). Losningen &r
5 o(t)

G(7,t) =

7_2
——=5 e 4kt | 10.1
(4mkt)D/2 (10.13)
dér o(t) ar stegfunktionen som tar vérdet 0 for ¢ < 0 och 1 f6r ¢ > 0. Vi kan se att denna funktion
uppfyller Greensfunktionsekvationen genom direkt inséttning. Man far tva termer, en dér % verkar
pa o(t) och en dér % — kA verkar pa resten. Det ar rattframt att kontrollera att den andra av
2

dessa #r noll (gor det!). Derivatan av o(t) &r 6(t), och (4nkt)~P/2¢~3% blir en D-dimensionell
deltafunktion da ¢ — 07 (detta dr en av de approximationer som leder till deltafunktionen som
gavs i kapitel 7.1).

Det ar bra att faktorn o(t — t') finns med i Greensfunktionen. Den gor att en kélla vid
tidpunkten ¢ bara kan paverka vad som hander vid senare tidpunkter ¢ > ¢/, sa vi har kausalitet.

Genom att skissa Greensfunktionens utseende for olika ¢ ser vi hur den bérjar som en delta-
funktion vid ¢t = 0% for att nir tiden gar bli bredare och ligre, hela tiden med Gaussisk form. Det
faktum att rumsintegralen av G &r konstant i tiden for ¢ > 0,

/deG(?,t) =1, (10.14)

RD

foljer forstas saval fran ekvation (10.10) (m.h.a. Gauss sats) som fran dess 16sning (10.13), och &r
ett uttryck for energins bevarande, och naturlig om vi minns att vi kan se varmeledningsekvationen

som en kontinuitetsekvation.

Viarmeledningsekvationen heter pa engelska “the heat equation”. Dess Greensfunktion kallas
“heat kernel”, pa svenska ibland “varmekérna”.
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Losningen till varmeledningsekvationen med kélla u(7,t) kan da skrivas

T(7t) /dt//dDac’G(?,t; 7ot u(7 )

/ o2
_ D U — ) %
= /dt /d ! 47Tk‘t—t/))%e w7 ) (10.15)

|7—7"12
dt’ /dD ! e W=y (7 ) .
/ 47rkt—t/))% (7.8
— 0o

Vi sag nyss att Greensfunktionen sjilv beter sig som 67 (7 — 7') for t — ' — 0F. Om vi skulle
vilja en kélla u(7,t) = f(7)d(t) far vi alltsa en 16sning T'(7,t) som da t — 0 gar mot f(7). Att 16sa
varmeledningsekvationen med en sadan kélla ar samma sak som att 16sa virmeledningsekvationen
utan kélla med begynnelsevillkoret T'(7,0) = f(7). (Detta ar sant for denna ekvation, som &r
forsta ordningen i %, liksom for Schrb'dingerekvationen som ocksa ar det, men inte for t.ex.
vagekvationen, som dr en andra ordningens ekvation i at .) Losningen till virmeledningsekvationen
med detta begynnelsevillkor ar da

T(7t) = /dDa:’<De mw T(7,0) . (10.16)

Det ar vart att betona att den explicita Greensfunktion vi har skrivit ned hér giller da man
har varmeledning/diffusion i ett (tdnkt) oéndligt medium. Om man har ett begrédnsat omrade med
randvillkor for temperaturen (eller motsvarande fysikaliska storhet) skall ocksa Greensfunktionen
uppfylla dessa randvillkor, och kommer att se annorlunda ut.

Exempel 10.2: Los varmeledningsekvationen i en dimension med begynnelsevillkoret

0, =<0
@0 = {7 250 (10.17)

Begynnelsevillkoret ar alltsa en stegfunktion. Hur mjukas den upp da tiden gar?

Enligt ovan ar 16sningen (med D = 1) for ¢ > 0

(oo}
, 1 (z—a")? _(z—a’)?
T(z,t) = dx e~ 4kt T(2',0) 1 k Ikt . (10.18)
7y
— 00
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’
. . . . _z—z
Byt integrationsvariabel till y = T
o0
To 2
T(x,t) = — e Ydy. 10.1
0= = / y (10.19)
~ Vit

™

x
Resultatet kan uttryckas med hjalp av funktionen (“error function”) erf(z) = -2 f e v’ dy, och blir da
0

T(z,t) = % (erf(oo) — erf(—\/%kt)) = % (1 + erf(\/%)) . (10.20)

Detta ser ut som en “uppmjukad stegfunktion”. Vardet i —oo och oo ar hela tiden O resp. Tp, men
overgangen mellan véirdena blir allt mjukare ju mer tiden gar, och sker vid tiden t &ver en typisk
lingdskala v/kt. Figuren visar utseendet for nagra tider. Tidsstegen mellan nirliggande kurvor ér lika
stora.

1.0
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UPPGIFTER

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

En platta av stor utstrickning begrinsas av planen x = 0 och = d (dar d 4r plattans
tjocklek). Motsvarande begransningsytor halls vid konstanta temperaturer T respektive Ty.
Bestam temperaturfordelningen i plattans inre, dar Laplaces ekvation V2T = 0 giller.

Ett kompositmaterial med virmeledningsférmagan A [W/mK] innehaller en radioaktiv isotop
vars sonderfall ger en uppvarmning som av en varmekélla med en konstant rymdkalltathet
po [W/m3]. Ett stycke av materialet formas till en sfir med radien a och och kopplas till en
termostat vilken reglerar temperaturférdelningen T vid ytskiktet sa att denna uppfyller

1
T (a,0,9) =Ty (1+2c089) ,

dér 0 och @ ar sfariska vinkelkoordinater. Bestdm temperaturférdelningen inuti sfiren.

Ett sfariskt skal tillférs en konstant varmeeffekt W genom den inre ytan r = a och avkyls
enligt Newtons avkylningslag 7 - J = a (T —Tp). genom den yttre ytan r = b, dar « och
Ty ar givna konstanter. Skalet antas homogent med konstant varmeledningsférmaga A och
problemstéllningen sfariskt symmetrisk. Bestdm temperaturen overallt i skalet.

En kropp V halls varmeisolerad fran omgivningen; pa randen till kroppen géller Neumanns
homogena randvillkor for temperaturen. Initialt géller T'= Ty i hela kroppen. Vid tiden ¢t =0
slas en viirmekilla pa med virmekilltitheten s = P§3(7 — ), dir P ér en konstant och 7
ortvektorn for en punkt i kroppen. Denna véarmekélla forblir sedan paslagen. Bestam véardet
av [, T(7,t)dV for alla tider t > 0.

Antag att man vid tiden ¢ = 0 har en endimensionell temperaturfordelning T'(x,t = 0) = Tp%.
(Detta ar forstas i praktiken omojligt, eftersom det finns en undre gréns for temperatur, s& man
kan se det som giltigt i ett omrade. Har behandlar vi det dock rent matematiskt.) Eftersom
Laplaceoperatorn pa begynnelsevirdet &r noll, verkar det inte som att man (i franvaro av
virmekéllor) far nagot tidsberoende alls hos temperaturen, utan T'(z,t) = ToZ. Verifiera att
detta ocksa ar resultatet som en berdkning med Greensfunktion ger.
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11. ELEKTROMAGNETISM, VAGEKVATIONEN

11.1. STATISKA ELEKTRISKA OCH MAGNETISKA FALT

Vi har redan anvént statiska elektriska och magnetiska falt i manga exempel. Ett statiskt elektriskt
falt uppfyller

v E=2,
€0 (11.1)
VxE=0. < [denna ekvation kommer att dndras]

Har ar p den elektriska laddningstatheten, och ¢y en naturkonstant, som kallas dielektricitetskon-
stanten (eller permittiviteten) i vacuum. (Vi skall hir bara titta pa elektromagnetiska f&lt i vacuum.
I nagot material kan man ha andra viirden pa e.) For ett numeriskt vérde pa e, se nedan. Egentligen
kan man se den som en omvandlingsfaktor, det gar forstas att vélja ett (“naturligt”) enhetssystem
dar den ar 1.

Den forsta ekvationen i (11.1) séger att elektrisk laddning &r kalla till det elektriska faltet.
Den andra ekvationen sdger att det statiska elektriska faltet inte har nagra virvlar, och betyder
att det kan uttryckas i termer av en skaldr potential,

E=-V¢. <+ [denna ekvation kommer att findras| (11.2)

Elektrostatiska problem kan alltsa uttryckas som Poissons ekvation for den elektrostatiska poten-
tialen ¢:
Ap = . (11.3)
€0
For ett statiskt magnetiskt falt géller “det omvénda”, att det inte har nagra kéallor (“det finns
inga magnetiska laddningar”), men virvlar, som ges av elektrisk strom, dvs. elektriska laddningar

i rorelse: .
V-B=0,

_ = ) ) (11.4)

V X B =ppJ. < [denna ekvation kommer att dndras]

1o ar ocksa en naturkonstant, som kallas magnetiska permeabiliteten hos vacuum. Liksom ¢y kan
den ses som en omvandlingsfaktor. I SI-enheter definieras vardet pa po dumt nog till gy = 47w x
10~7 TA~'m. Som vi skall se om en liten stund &r eguo = 1/c?, dér ¢ #r ljushastigheten, vilket med
hjilp av definitionen ¢ = 299 792 458 ms~! ger viirdet €y ~ 8.854188 x 10~ 2CV~tm~!. (Enheterna
for elektriska och magnetiska félt ar stokiga i SI-systemet, och vi skall inte syssla mer med dem &an
sahdr.)

Eftersom det magnetiska faltet &r divergensfritt, kan det skrivas i termer av en vektorpotential,

—

B=VxA. (11.5)
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Om man valjer V - A=0 (se kapitel 8.3), reduceras ett magnetostatiskt problem till Poissons
ekvation for vektorpotentialen:
AA = — o] - (11.6)

Exempel 11.1: Inuti en jordad metallsfar med radien a befinner sig en rymdladdning p(r, 8, ¢) = pg cos 6.
Bestdm potentialen i sfaren.

Losning: For potentialen i sfaren géller Poissons ekvation

Ad):—p—ocosé . (11.7)
€0

Det faktum att sfiaren ar jordad ger oss randvillkoret ¢ (a, 8, ¢) = 0.

Vi ansétter nu en 16sning pa formen ¢ (r, 0, p) = f (r) + g (r) cos § Pa samma sétt som i virmelednings-
problemet kan vi dela upp det pa tva ordinéra differentialekvationer

1d (ﬂﬂ):o,

r2dr \' dr
1d d 0
— — (TQd—g> cos 0 + g(r) (sinGdCOS ) (11.8)
r2 dr dr r2sin 6 df do
_[1 4 5 dg 2 _ po
= [725 (r 5) — T—zg(r)} cosf = e cosf .

f har samma l6sning som i det tidigare fallet: f (r) = % + B. Losningen for g blir nagot mer komplicerad
an tidigare, eftersom vi maste lagga till en partikularlosning —%72 och den totala losningen for g blir
g(r)= T% + Dr — 4%)7‘2. Nu sétter vi forst A = C = 0, sa att 16sningen inte blir singulér i origo. Sedan
tillampar vi vart randvillkor att ¢(a,0,¢) = 0. Detta ger forst att B = 0. Det ger ocksa ekvationen

Da — £2-62 = 0, som till sist ger D = £2qa. Potentialen blir dérfér
€0 4eq

o (r,0,p) = %(a—r)rcos@ . (11.9)

I vissa fall kan man istéllet utnyttja integralformen av Gauss lag,

?{GOE_"dS": /pdV =Q, (11.10)

S \%4

dar @ alltsa &r den laddning som innesluts av ytan S.

Exempel 11.2: En sfirisk symmetrisk laddningsfordelning bestar av tva delar: En rymdladdning p(r) = po
fér r < a/2 och en ytladdning o = —pga/24 for r = a. Bestdm det elektriska féltet.
Eftersom laddningsférdelningen é&r sfiriskt symmetrisk kommer det elektriska féltet Gverallt att vara

riktat i radiell led. Den totala positiva laddningen #r ma3po/6 och den totala negativa laddningen &r
—ma’po/6. Det finns dirfér ingen nettoladdning, och dirmed blir E=0forr>a.
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Om vi tillampar Gauss lag pa en sfarisk yta med en radie r sadan att a/2 < r < a foljer att

3
4rreo By (1) = % , (11.11)
sa att 3
a”po
Er(r) = . 11.12
v (r) Pdegr? (11.12)
For r < a/2 far vi istéllet
4
drrlegEy (r) = ?ﬂ'rﬁpo , (11.13)
sa att
Tp0
E.(r)= T80 (11.14)
3eo

Denna och liknande uppgifter kan forstas aven 16ses direkt med uttrycket fran exempel 6.5.

11.2. MAXWELLS EKVATIONER

Jag har redan indikerat ovan vilka av ekvationerna som behover dndras nér vi 6vergar fran att
betrakta statiska falt till att tillita tidsberoende hos E och B. Nir man har tidsberoende filt
ar inte langre de elektriska och magnetiska filten oberoende av varandra. Ett exempel pa det ar
fenomenet induktion, som ni sidkert stott pa i gymnasiefysiken. Om det magnetiska flédet genom en
yta S dndras (dvs. har en tidsderivata # 0) fas spanning ldngs dess randkurva 9.S. Detta utnyttjas
t.ex. i transformatorspolar. Relationen som styr detta formulerades och verifierades experimentellt
pa 1830-talet (Faraday, Henry) och kallas Faradays lag. Den séger att den elektriska spdnningen
ar (minus) tidsderivatan av det magnetiska flodet,

- P
/E-d?:—cfi—t , (11.15)
as

dir flodet ar @ = |, S B - dS. Genom att anviinda Stokes sats pa vinsterledet, och utnyttja att
ytintegranderna maste vara lika for att integralerna 6ver varje yta S skall vara lika, far vi

. 0B
VxE—i—E—O. (11.16)

Denna ekvation skall alltsa ersétta den forsta av de “felaktiga” ekvationerna ovan, den i ekv. (11.1).

Det &r inte riktigt klart &nnu. Ekvationerna som styr elektromagnetism maste vara konsistenta
med att elektrisk laddning &r bevarad. Vi paminner om att laddningskonservering uttrycks som
kontinuitetsekvationen % + V-7=0. Men om vi anvinder den andra ekvationen i (11.4) far vi
V.7=-LV.(V x B) = 0. Tillsammans med kontinuitetsekvationen ger detta att % = 0, vilket

Ho
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ar ett helt orimligt resultat (en laddning kan inte roéra sig...). Om vi lagger en term proportionell
mot %—If till den andra ekvationen i (11.4),

- OF
VXB—M()EQE = o7, (11.17)

far vi istéllet V-5 = V- ( VxB—eo 875) eoatv E = a’t’,darv E = £ har anvéints i det
sista steget. Istéallet for en besvarhg inkonsistens har vi med hjalp av denna nya term ordnat det
sé att kontinuitetsekvationen (och diarmed laddningskonservering) foljer fran ekvationerna for E-

och B-filten. (Det &r bra. Om man ténker efter, var skulle den annars f6lja fran?)

Maxwell ordnade till detta sista som fattades i ekvationerna (1873), och hela uppséttningen
ekvationer kallas Maxwells ekvationer:

v.E=L
€0
. 0B
VxE+4+—=0,
at_’ (11.18)
V-B=0,
OE

VxB-— =
€oto 4, e = o7 -

Notera att, om man bortser fran laddningar och strémmar, och &ven fran konstanter, ekva-
tionerna ser ut att vara mycket symmetriska mellan E och B.

Hur gick det nu med potentialerna? Jo, B-filtet ir fortfarande divergensfritt, s& vi kan &nnu
skriva B = V x A. E-filtet &r dock inte langre rotationsfritt, sa den gamla relationen till en
skaldr potential fungerar inte. Vi har dock 0 = V x E+ %71? =V x (E + ‘96—’5)7 vilket gor att vi
kan integrera till E + %—’f = —V¢. De tva homogena Maxwells ekvationer (alltsa de som har 0 i

hégerledet) implicerar att vi kan uttrycka filten i termer av potentialer enligt

ot (11.19)

Maérk att den forsta av dessa ekvationer uttrycker E i en rotationsfri del och en divergensfri del
(om V - A viljs till 0), vilket alltid 4r mdjligt, enligt kapitel 8.4.

Vi kommer inte att dgna oss sa mycket at att 10sa de tidsberoende ekvationerna. (Det finns
forstas metoder, och dtminstone pa R? kan man skriva ned Greensfunktioner som ger allminna
16sningar for ¢ och A i termer av givna laddnings- och stromtétheter. Vi tittar kort pa det i kapitel
11.7.) Den enda typen av losning vi skall studera ingaende dr plana elektromagnetiska vagor.
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En liten kommentar om vad Maxwells ekvationer innebar. Som vi strax skall se, finns det
vaglosningar till ekvationerna. Inte sa forvanande for oss som har fatt kunskap om elektromag-
netiska vagor med modersmjolken. Dessa vagor gar med farten ¢ = 1/,/€gj10. Man undrade naturligt
nog vad dessa vagor ror sig i, analogt med t.ex. ljudvagors utbredning i luft. Om man inte vis-
ste det kunde man ju inte veta vad de ror sig i forhallande till med farten c. Man ténkte sig en
“substans” som uppfyllde universum, en varldseter, som var det medium i vilket vagorna propager-
ade. Detta visade sig vara fel, vilket slutligt visades av Einstein i hans speciella relativitetsteori
(1905). Ljuset ror sig med farten c relativt varje observator. Hade nagon slug person istéllet tagit
Maxwells ekvationer och direkt, matematiskt, undersokt vilken symmetri de har, skulle hon letts
fram till Lorentztransformationer (som da hade haft ett annat namn) och speciell relativitetsteori.
Den invariansen finns inbyggd i Maxwells ekvationer. Som en liten smak pa detta kan vi titta pa
kontinuitetsekvationen % + V -7 = 0. Tank att vi har fyra koordinater, varav ct ar den fjarde,
och tank att vi far gora fyrdimensionella skalarprodukter genom att summera 6ver produkter av
komponenter. Kontinuitetsekvationen skulle da kunna skrivas (%, %, 8%, 8%) (ep,j®,3Y,5%) =0
i termer av fyrdimensionella vektorer. Laddningstatheten verkar vara den fjarde komponenten av
strommen. I fyra dimensioner ar kontinuitetsekvationen enklare, och siger bara att strémmen &r
“divergensfri”. Pa liknande sédtt kombinerar ¢ och A ihop sig till en fyrdimensionell vektorpoten-
tial. Hur man gor med félten gar vi inte in pa, men det blir enklare, ekvationerna i (11.18) ersitts
av tva ekvationer som bada ar fyrdimensionella vektorer. Lés en kurs i speciell relativitetsteori for
fler sensationella avslojanden.

11.3. VAGEKVATIONEN FRAN MAXWELLS EKVATIONER

Vi skall slutligen ta en titt pa elektromagnetiska vagor. Har utgar vi fran Maxwells ekvationer i

vacuum utan laddningar och strommar, dvs.

V-E=0,
. OB
VxE+—=0,
t (11.20)
V-B=0,
- OF
VX B-— — =0.
X 60#0(%

Lat oss kalla dessa ME1-4. Vi borjar med att hirleda vagekvationen for det elektriska filtet. Tag
rotationen av ME2. Vi far 0 = Vx(V x E)—F %V x B. For den forsta termen anviinder vi identiteten
(minns hur vi visade den med hjilp av indexnotation) V x (V x E) = V(V-E) — AE = —AE, dér
MEL1 har anvants i sista steget. For den andra termen ger ME4 %V x B = eouo%z—f. Sammantaget,
med anvandande av ME1, ME2 och ME4:

1 9?2

(A-E@)Ezo. (11.21)
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Hir har vi redan kallat egpug for 1/c¢2. Vi skall snart se att ¢ = 1/,/eofip dr den fart med vilken
en vaglosning propagerar. Ekvation (11.21) kallas vagekvationen. Operatorn A — C%g—; kallas
vagoperatorn, eller d’Alembert-operatorn, och skrivs ofta [J.

Det dr det relativa minustecknet mellan de tva termerna i vagekvationen (11.21) som gor att
det finns en massa icke-triviala losningar (vagor). Motsvarande ar forstas inte sant om inte termen

med tidsderivata hade varit déar.

11.4. GRUNDLAGGANDE BEGREPP FOR VAGRORELSE

For att undersoka losningar till vagekvationen borjar vi med att titta pa ett skalart falt ¢ (har
inget att gora med den skalédra potentialen) som uppfyller

1 o2
D¢:(A—C—2@)¢:O . (11.22)

Vi gor en ansats B
B(7, 1) = goe’*FT=wt) (11.23)

(Detta ar en komplex 16sning. Vill man ha losningen for ett reellt falt kan man ta realdelen. Det
ar enklare att arbeta med exponentialfunktioner &n trigonometriska funktioner.) Denna funktion
beskriver en plan vag som finns 6verallt i hela rummet. Nar vi deriverar far vi bara ut ik och —iw
L (—iw)? =0, dvs. om |w| = k.

som inre derivator. Vagekvationen ir uppfylld om (ik) - (ik) — .

Hur tolkar man vektorn & och w (detta galler vagor i allménhet)? Om man sitter pa en given

punkt i rummet sa kommer vagen tillbaka till samma fas da t — ¢+ %’T Periodtiden &ar %", dvs. w ar

den vanliga vinkelfrekvensen 2% Om man a andra sidan betraktar vagen “fryst i tiden”, sa kommer
2rk

man tillbaka till samma fas om man flyttar sig enligt 7 — 7+ TR Léngden av denna forflyttning ar

vaglangden, dvs. A = I%TI Vektorn Ig, som kallas vagvektorn, ar riktad i vagens rorelseriktning och
har beloppet (Végtale_‘f) k= 27” Hur fort ror sig vagen? Om vi for enkelhets skull 14gger x-axeln i
samma riktning som k pekar kan vi skriva funktionen ¢ = ¢o exp(i(kz —wt)) = ¢g exp(ik(z — $t)).
Om vi dndrar x — x+dx, t — t+ 0t dir 0z — £ 6t = 0 befinner vi oss i samma fas som innan (t.ex.

en vagtopp). Sa vagens fart ar
or w

prial (11.24)
Parametern c i vagekvationen dr vagens fart. Vagekvationen beskriver vagor som (oavsett frekvens)
ror sig med en och samma fart. For elektromagnetism ar detta ljushastigheten. Relationen w = ck,
som uttrycker frekvensen som funktion av vagtalet, kallas en dispersionsrelation. Andra typer av

partiella differentialekvationer kan leda till andra dispersionsrelationer.

11.5. ELEKTROMAGNETISKA VAGOR

Lat oss nu ga tillbaka till de elektromagnetiska vagorna. Vi har sett att Maxwells ekvationer i
vacuum och i franvaro av laddningar och strémmar leder till att E och B uppfyller vagekvationen.
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Det ar dock inte sékert att vagekvationen innehaller all information som fanns i Maxwells ekvationer
(sannolikt gor den inte det, eftersom antalet ekvationer dr mindre). Varje Cartesisk komponent av
E och B uppfyller vagekvationen, sa vi kan skriva en 16sning med en viss frekvens w och vagvektor
“7i (7 &r en enhetsvektor i vagens rérelseriktning) som

(11.25)

En eventuell fasskillnad mellan elektriskt och magnetiskt falt sitter i de komplexa “amplituderna”
Eo, By. Nu siitter vi in ekv. (11.25) i Maxwells ekvationer. ME1 och ME3 siger att Ej - = 0 och
By-it = 0. Filten ir alltsa vinkelriita mot vagens rorelseriktning. ME2 séger att %(ﬁxﬁo—céo) =0
och ME4 att Z%(ﬁ X g@ + eouocﬁo) = 0. Den forsta av dessa ekvationer sager att g@ =cix EO.
Den andra ger da ingen mer information, eftersom 7 x (7 x EO) = —§0 da n - EO =0.

Den allménna planvagslosningen till Maxwells ekvationer &ar alltsa

(11.26)

o

For givet w och 7 finns det tva “frihetsgrader”, vektorn EO, som &r vinkelrdt mot 7. De representerar
de tva mojliga polariseringarna hos elektromagnetisk stralning.

Vi har bara skrivit de 16sningar som har en bestdmd roreleseriktning och en bestdmd frekvens.
Vilken 16sning som helst kan skrivas som en superposition av sadana vagor. For detaljerna kring
det hanvisar vi till kursen i Fourieranalys.

*11.6. GREENSFUNKTIONER FOR VAGEKVATIONEN

Vi skall hiirleda en Greensfunktion for vagekvationen. Aven om den ér relevant for t.ex. elek-
tromagnetiska vagor betraktar vi hir bara vagekvationen for ett skaldrt falt. Den skall da uppfylla

1 9

VG(# 7 ) = =83(F — #)o(t —t') . (11.27)
For enkelhets skulle kan vi ta 7/ =0, ¢’ = 0.

Hur kan vi hitta en 16sning? Vi kan tédnka pa att vagorna gar med farten ¢, s om man har
deltafunktionskéllan i hogerledet, som “blinkar till” i 7 = 0 vid tiden ¢ = 0, sa bor signalen sprida
sig med denna fart. Da skulle Greensfunktionen ha stéd endast pa ljuskonen r = ct, och for ett
givet ¢ vara proportionell mot 0(r — c¢t). Om vi ansétter

G(7,t;0,0) = g(t)6(r — ct) (11.28)
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har vi

2
%G(r t;0,0) = (gt( ")0(r —ct) — cg(t)d'(r — ct)) (11.29)
= g"(t)6(r — ct) — 2cg' (1) (r — ct) + Pg(t)6" (r — ct) .
Vi kan ocksa rékna ut
AS(r — ct) = %%(7«25'@ —et)) = 8" (r—ct) + %5'@ —et) . (11.30)

Hér kan vi anvinda den allménna relationen (f(x) — f(y))d(x —y) = 0, som deriverad m.a.p.
ger 0= f'(z)8(z —y) + (f(z) — f(y))d'(x — y), for att skriva om den sista termen: 28'(r — ct) =
25" (r — ct) +
ct

c22t2 d(r — ct). Vi samlar ihop termerna. Ekvationen lyder nu

[g(t) — g(t)] 8" (r — ct) + % [g(tt) + g/(t)} §(r—ct)+ c% [QQ(t) — g"(t)] S(r—ct)=0 (11.31)

12

for ¢ > 0, och vi ser direkt att g(t) = % ar en 1osning. (Det finns elegantare 16sningsmetoder.)

Hur far vi deltafunktionen i hogerledet i Greensfunktionsekvationen?
Jo, funktionen £6(r — ct) dr ju bara skild fran noll d& t > 0. For sma
positiva tider har den ocksa bara stod nara 7 = 0. Om vi kan bestdmma
k si att den for sma tider dr ungefir c?t§3(7) dr ekvationen uppfylld
(andraderivatan av o(t)t dr 6(¢)). Lat oss integrera 6ver rummet och se:

_ 4rk _ Ank
/dV o(r — ct) i /drr (r —ct) At? = Arkct . (11.32)

Vi valjer alltsa k = ﬁ Greensfunktionen ar

L st —at). (11.33)

G+(’F, t, 0, 0) = At

Detta ar vad som brukar kallas en retarderad Greensfunktion. Termen kommer sig av att en
kélla bara paverkar falt vid efterféljande tider. Eftersom ekvationen dr symmetrisk under ¢t — —t,
ar ocksa 1

G_(7t,0,0) = —E(S(r—i—ct) (11.34)

en l6sning, den s.k. avancerade Greensfunktionen. Den &r bara nollskild for ¢ < 0. Linjarkombina-
tioner med total vikt 1 av G4 och G_ loser ocksa ekvationen.
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Det ar vért att notera att det intuitivt “sunda” antagandet att Greensfunktionen endast har
stod pa ljuskonen faktiskt dr mer subtilt &n det verkar. Det gar under namnet Huygens pricip. Det
visar sig vara sant i ett udda antal rumsdimensioner, men falskt i ett jamnt antal. I ett jamnt antal
rumsdimensioner har Greensfunktionen stod inom ljuskonen, inte endast pa den. I tva dimensioner

har man t.ex.

o(t)
— <ct,
G (7,4;0,0) = { e © € (11.35)
0, annars.

Téank pa en sten som slépps i en vattenyta. En punkt pa ytan paverkas inte bara just da vagfronten
passerar, utan dven vid alla senare tidpunkter. Tvadimensionell musik &r kanske problematisk...

*11.7. EKVATIONER FOR POTENTIALERNA

Lat oss understka vad Maxwells ekvationer ger nér de uttrycks i potentialerna ¢ och /_1', fran
vilka E och B erhalls genom ekv. (11.19). De tva homogena ekvationerna ar de som gor att falten
kan uttryckas i termer av potentialer. Om dessa uttryck satts in i de tva inhomogena av Maxwells
ekvationer fas:

0A P
V‘(—VCZS—E)—%y

- 19 oA .
VX(VXA)—E&(—V¢—E)=MOJ~

Liksom i den magnetostatiska situationen behover vi gora ett gaugeval for att fa enklare ekvationer.

Héar passar det bra att vélja c%%‘f + V- A =0. D4 forenklas ekvationerna till

(11.36)

P
D¢ = T

. (11.37)
UA = —poJ -

Bada potentialerna uppfyller inhomogena vagekvationer. Man kan anvanda Greensfunktionen for
vagekvationen for att skriva ned generella 16sningar nér laddningar och strommar ar givna.

Man maste forstas kunna bekréfta att man far ratt uttryck for en statisk laddningsférdelning.
Om p &r oberoende av tiden ger Greensfunktionsmetoden

R O VR (i :
R3 —o0

(')
= [dV———F—
/ dmeg|T — 7|7
R3

vilket &ar identiskt med vad man far med hjalp av Greensfunktionen fér Poissons ekvation.

(11.38)

Exempel 11.3: En elektron ror sig med konstant fart v langs z-axeln. Bestdm de elektriska och magnetiska
falten.
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Losning: elektronen har laddning —e. Dess ldge beskrivs av 7(¢) = vt2. Laddningstatheten ar p(7,t) =
—ed(2)d(y)d(z — vt), och strommen ges av J(7,t) = —evzd(x)d(y)d(z — vt) (kontrollera att dessa uttryck
uppfyller kontinuitetsekvationen!).

Nu kan man skriva potentialerna med hjélp av Greensfunktionen for vagekvationen:

t
¢W¢%:/ﬁvd/dﬂ—aafw@@aa—quaﬁijﬁ
R3 Zeo
X 0(y/ (2 =)+ (y —)? + (=22 —e(t = 1)) (11.39)

t

=__° /ﬁ’ld(f+@—WP—W—wL

h 4meq t—t

— 00

och A(T“, t) = C%%(b( 7,t). Integrationen 6ver t’ ar litet kranglig att genomfora. Eftersom argumentet for
S-funktionen inte dr en linjir funktion av ¢’ fir man 16sa ekvationen /02 + (z —vt’)2 —c(t —t') = 0
fér att ta reda pa vilket virde for ¢/ som ger ett bidrag. Dessutom behdver man anvéanda resultatet i
uppgift 7.9, dvs. man behover rikna ut derivatan med avseende pa t' av argumentet av §-funktionen i
dess nollstille. Genom att losa en andragradsekvation for ¢’ far man

, v 1 vZ )
t=t— — —S@E—v) [ (1= 5)2+(z—vt)?| . (11.40)
c c c

Endast l16sningen med plustecken bidrager till integralen, d& den andra ger ¢ > t. En stunds rikning ger
vid handen att

o(7,t) = ¢ ! = ¢ (@) , (11.41)

47eq \/(1—%)g2+(z—vt)2 4dmeg \/92 T12(0)(z — vt)?

dér vi har infort konstanten ~(v) = (1 — v2/c?)~1/2.

Harur kan de elektriska och magnetiska falten bestammas. T.ex. har man

=~ < _0A; foe vy(v)op
B=VXxA=— = —— . .
8 o0 T ar (& +12(0)(z — vt)2)P/2 (22.42)

(Det skall sigas att detta langtifran ar det enklaste sattet att rdkna ut falten fran en laddning i rorelse.
Om man har lart sig speciell relativitetsteori kan man istéllet utga fran den statiska 16sningen for en
partikel i vila, och géra en Lorentztransformation fér att komma fram till potentialerna ovan.)

UPPGIFTER

11.1. Hérled vagekvationen for B. Den skall ha samma form som den for E.
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11.2.

11.3.

11.4.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

En punktladdning ¢ befinner sig pa avstandet a fran en plan metallyta (som kan betraktas
som o#andlig). Hur stor blir ytladdningen pa metallytan? Hur stor blir den totala laddningen
pa ytan? (Faltet ar noll inne i metallen.)

Schrodingerekvationen for vagfunktionen ¥ som beskriver en fri partikel med massan m lyder

0 h?

dar h ar Plancks konstant dividerad med 2x. Vilken dispersionsrelation leder denna ekvation
till?

Energitatheten i ett elektrostatiskt falt &r %60|E |2. Visa att energin i filtet pd R? fran en
laddningsférdelning p(7) dr 1 [os p(7)(7)dV.

. Ytan till en mycket lang cylindrisk kavitet (kan betraktas som odndligt lang) med radien a

halls vid den elektriska potentialen ¢(g = a, , z) = ¢g cos 2¢. Bestdm det statiska elektriska
faltet i kaviteten. Skissera ekvipotentialytor och féltlinjer.

Mellan tva koncentriska, perfekt ledande sfirer med radierna a och b finns ett homogent,
isotropt medium med ledningsférmagan ¢ = konstant. En likstromsgenerator som ger en
konstant spanning V' ansluts till den inre sfiaren och den yttre sfaren jordas. Modellera
potential- och stromtéthetsfialten ¢ respektive 7 mellan sfarerna. Sambandet mellan dessa
falt ar = —oV¢. (Ledning: Strommen &r densamma genom alla sfarer r = R a < R < b.)

Tva koncentriska sfiarer med radierna a och 2a har laddningarna —2@Q respektive @, sfariskt
symmetriskt fordelade Gver respektive sfar. Bestdm den elektriska faltstyrkan och dess poten-
tial fran denna laddningsfordelning 6verallt i rummet.

Bestim E-filtet dverallt i rummet fran en sfiriskt symmetrisk laddningsférdelning bestaende
av tva delar, ndmligen en rymdladdning p(r) = pg for r < a/2 och p = 0 {6r r > a/2 och en
ytladdning o = —pga/24 pa sfaren r = a.

Antag att sfiren r = a innehaller en rymdladdning ) fordelad med konstant tdthet inuti
sfaren, samt att det sfiriska skalet mellan r = a och r = 2a har laddningen —@Q, ocksa fordelad
som en rymdladdning med konstant téthet. Det hela befinner sig i vakuum, langt fran andra
laddningar. Bestdm den elektriska faltstyrkan 6verallt kring laddningarna.

En sfariskt symmetrisk rymdladdning i en sfar ar koncentrerad mot centrum enligt

_fpo® for r<a
p(r){ 07 for r>a

Trots singulariteten i origo &r den totala laddningen @ = [ p(r)dV begrinsad. Bestdm den
elektriska faltstyrkan fran denna laddning 6verallt i rummet. Kommentera speciellt dess upp-
férande i origo. Finns det en punktkélla déar?
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11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.
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I sfiren 7 = a finns en rymdladdning med titheten p = po(r/a)? och pa sfiren giller att
potentialen ar ¢ (a, ) = ¢g cos 6. Bestdm ¢ i sfaren.

I sfaren r = a finns en rymdladdning med tatheten

3
P(Taaa@) = Po (i) sin9cos<p )
[¢

och pa sfiaren géller att ¢(a, 8, p) = ¢o. Bestam den elektriska potentialen ¢ i sfiren.

Den elektrostatiska potentialen ¢ fran en rymdladdning i ett dielektrikum i sfaren r = a
uppfyller Poissons ekvation

— Lo o5 6 r<a
s r>a

Utanfor sfaren ar det vakuum. Pa sfiren géller skarvningsvillkoret fér potentialen: ¢ = ¢_,
(g—f)+ =K (%) B I odndligheten gar ¢ mot noll. Bestdm ¢ Gverallt.

Antag att man pa ytan S av en sfar med radien a och centrum i origo méter upp det elektriska
filtet E och finner att

2
o poat /xYy 2z
E r)= (77 799 7)

(7) € \a?’ b2’ 2
for r = a, dar €y pg, b och ¢ ar konstanter. Visa att denna information tillsammans med en
av Maxwells ekvationer ar tillracklig for att bestimma den totala laddningen @ inuti sfaren.

Berdkna Q.

I sfdren med radien r = a finns en rymdladdning p (7,0, ) = po % sinf cos ¢, och pa sfiren
galler att ¢(a, 8, p) = ¢o. Bestdm den elektrostatiska potentialen ¢ och det elektriska féltet E

inuti sfaren.

Det elektriska filtet E (7) = 47?60 73 som svarar mot en punktladdning i origo r kallfritt for
r # 0 och har en vektorpotential A. Beriikna den kdllfria vektorpotentialen A till filtet E (7)
som i ett sfiriskt koordinatsystem har formen A = f (r,0,0) @, dar f(2,7/2,p) = 3Q/8mep.

Ange de punkter dar A inte dr definierad.

Inuti en jordad metallsfar med radien a befinner sig en rymdladdning p(r, 6, @) = pg cosé.
Bestdm potentialen i sfaren. Bestam ocksa ytladdningen pa sfaren.

En elektrisk strom I flyter i en oéndlig, rak metallisk cylindrisk trdd med radien R, och ger
utanfor traden upphov till ett magnetfalt B som i cylinderkoordinater ges av uttrycket

LT
5 1mo
™

, e>R,

[} “6)

dar po ar vakuumpermeabiliteten. a. Visa att B har en vektorpotential. Undersok speciellt
om det finns nagon vektorpotential till B av formen A = A.(0)2 med egenskapen |/_1'| -0
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11.19.

11.20.

*11.21.

*11.22.

*11.23.

da ¢ — oo, och bestédm i sa fall ett explicit uttryck for A, (o).
b. Visa att V x B = 0 for o > R men att det ind4 inte finns nagon skaldrpotential ¢ sadan
att B = —V¢ i omradet utanfor traden. Forklara varfor!

Tyngdkraftsaccelerationen § kan skrivas som ¢ = —V¢, dar potentialfunktionen ¢ uppfyller
ekvationen A¢p = vp, dér v ar en konstant och p masstéatheten. Berikna tyngdkraftsfaltet for
jorden om denna beskrivs som en sfar med radien R och med konstant masstéathet pg

En kondensator bestar av tva koncentriska cirkuléra metallcylindrar. Den inre har radien R
och potentialen ¢; medan den yttre, vars radie ar Ry, har potentialen ¢5. Potentialen ¢ satis-
fierar Laplaces ekvation i omradet mellan cylindrarna och ar kontinuerlig vid cylinderytorna.
Bestdm potentialen ¢ och det elektriska filtet E = —V¢ i detta omrade. (Ledning: Du kan
helt forsumma eventuella randeffekter fran kondensatorns dndar, dvs betrakta kondensatorn
som oandligt lang.)

Visa att uttrycket (11.35) uppfyller den ekvation det skall uppfylla! Visa gérna att ett forsok
att hédrleda en Greensfunktion som har deltafunktionsstdd pa ljuskonen inte fungerar.

Skriv ned en “modifierad vagekvation” som bygger pa differentialoperatorn i uppgift 9.16
istéllet for Laplaceoperatorn. Hérled dispersionsrelationen fér denna ekvation, Klein—Gordon-
ekvationen.

Designa ett ljudfilter som simulerar tvadimensionell musiklyssning.
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12. TENSORER

I kapitel 5 introducerade vi indexnotation. En vektor ¢’ representerades med sina Cartesiska kom-
ponenter v;, ¢ = 1,2,3 (eller i = 1,..., D f6r allmén dimensionalitet). Vi inférde ocksa notationen
for skalarprodukten a - b= a;b;, dir summation 6ver det upprepade indexet &r underforstadd (Ein-
steins summationskonvention). Pa samma sétt representerades en matris M av sina matriselement
M;;, och matrismultiplikation kunde skrivas som (M%); = M;;v;. Vi inférde ocksa e-tensorn (Levi-

-,

Civita-tensorn) ¢, (i tre dimensioner), med vars hjélp kryssprodukt kan skrivas (@xb); = €;;xa;bs.

Nu skall vi férankra den har notationen litet battre, definiera vad som menas med en tensor,
och ta reda pa vilka rékneregler man kan anvanda.

12.1. SKALARER OCH VEKTORER

Det enklaste exemplet pa en tensor ar en skaldr. En skaldar s kdnnetecknas av att den tar samma
varde i alla koordinatsystem, dvs. s’ = s. Det ar viktigt att forsta att det ar transformationsregeln
som &ar det viktiga. Det rdcker inte med att “s ar ett tal”. Salunda &r z-koordinaten fér en punkt
i R3 inte en skaldr, men t.ex. temperaturen i en punkt &r en skalar.

Det néist enklaste exemplet pa en tensor &ar en vektor. Nar vi byter koordinater fran ett Carte-
siskt hogersystem, med koordinater x;, till ett annat (med origo i samma punkt), med koordinater
x}, relateras komponenterna av ortvektorerna i de tva systemen med multiplikation med en ortog-
onal matris L enligt

x, = Lijjxj . (12.1)

En vektor ¢ 4r en uppséattning tal som beter sig likadant som ortvektorns komponenter nar vi byter
system, dvs.
vj = Lijv; . (12.2)

Det ar denna transformationsregel som definierar vilka uppséittningar av tre (eller D) tal som far
privilegiet att kallas vektor.

En ortogonal matris uppfyller LL! = I = L!L, dir I ir enhetsmatrisen. Fran detta foljer
direkt att det L = +1. Om L transformerar ett hogersystem till ett hogersystem géller plustecknet,
det L = 1. T indexnotation (som vi nu bor borja kalla tensornotation) lyder ortogonalitetsvillkoret
pa transformationsmatrisen

Ly Lji = 0i5 - (12.3)

Fran detta foljer Ly;Li; = d;;. Ett allmént uttryck for determinanten av en (3 x 3)-matris &r
y 1 ..
det M = 9% My; My; Msy, = 85”’“5”’"7\42-1J\@-mM,m . (12.4)
Villkoret pa determinanten kan skrivas

1 .
ge”kelm”LﬂLJ—mLkn =1. (12.5)
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Notera att vi genom att derivera ekv. (12.1) kan skriva matrisen L som L;; = 5. Eftersom
J
. B .. . . . . dx;
matrisen ar ortogonal géller den inversa relationen x; = Ljixgv, och vi har ocksa L;; = 8—?3
2

12.2. TENSORER

Nu ar det rattframt att ga vidare och definiera objekt, tensorer, som har fler 4n ett index. En
matris kan, som vi redan sett, skrivas som en tensor med tva index, T;;. Men inget hindrar att
man har ett godtyckligt antal, sig p. En tensor med p index (en tensor av rank p) skrivs Tiviy..ip-
Transformationsregeln ar att nér man byter system skall varje index multipliceras med det andra
indexet pa matrisen L;;. Man har da t.ex. Ti’j = L LTy, och allmant

T}, i, =Liji - Li,3,Tjy i, - (12.6).

- lp

Podngen med detta &r att man kan multiplicera samman tensorer och vara sidker pa att resul-
tatet blir en tensor. Tag t.ex. tva vektorer. Om vi bildar ¢;; = a;b; foljer det direkt att c;; ar en
tensor. Man kan “kontrahera” tva index, sasom man bildar skaldrprodukten, ett annat exempel pa
detta ar multiplikation av en vektor med en matris: u; = M;;v;. I det nya systemet har man da
M{jvg- = LiijlelemUm = Lik(slkaﬂ}m = LikMklUl = Likuk (dar vi i forsta steget har anvant
att L &r ortogonal). Om M;; och v; &r tensorer &r alltsa dven wu; det. Det allménna beviset gar

likadant (och innefattar forstas det faktum att skaldrprodukten av tva vektorer &r en skalér).

-,

Lat oss ta en extra titt pa kryssprodukten. Det definieras (@ x b); = €;;xa;bx. Vi har inte visat
att den ar en vektor (men i linjar algebrakurserna har ni sikert gjort det). Fran raknereglerna ovan
foljer att om vi kan visa att €55 dr en tensor sa ger kryssprodukten av tva vektorer en vektor. Lat
oss undersoka det. Notera att vi redan har bestdmt vilka siffror som skall sitta i e-tensorn, och att
de skall vara samma i de tva systemen. Transformationsreglerna séger

/
€ijk = LaLjmLknEimn - (12.7)

Man forsidkrar sig enkelt att hogerledet &r totalt antisymmetriskt (dvs. byter tecken om vilka tva
som helst av indexen ijk byter plats). Gor det. Da maste det vara proportionellt mot ;;, och
det récker att kontrollera en permutation, t.ex. ijk = 123. Hogerledet blir da ey, L1 Lom Lam =
detL = 1 = e123. S4 €, = €4, Levi-Civita-tensorn &r en invariant tensor. Den enda andra
invarianta tensorn ér Kroneckers delta. Visa sjilv att d;; = d;;.

Vi behover ocksa kunna derivera. Lat oss visa det litet triviala pastaendet att gradienten av

en skaldr &r en vektor. Vi har (V¢); = 8(2:; f= %giz = Lingi = L;;(V¢);. Detta visar att 0; &r

en vektoroperator, och man kan sedan anvinda den for att konstruera andra derivator (divergens,

rotation osv.). Samma regler géller for 9; som f6r andra tensorer.

Detta ar vad man behover veta om Cartesiska tensorer. Nar man en gang har kollat att reglerna
ovan producerar nya tensorer har man total kontroll, och behover inte testa transformationsegen-
skaperna mer.
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12.3. TENSORER I FYSIKEN

Fysikaliska lagar bor formuleras som likhet mellan tensorer. Det gor ju att om vi vet att ett
fysikaliskt samband &r sant i ett koordinatsystem &r det ocksa det i alla andra, eftersom de tva
leden transformerar likadant. Detta &r forstas vad ni redan gjort nér ni skrivit t.ex. “F = ma.
Bada leden ar vektorer, och man behdver inte bekymra sig om att kontrollera giltigheten av denna
lag i ett annat koordinatsystem. Pa ett litet djupare plan: Bakom detta ligger en symmetri. Det
ar just antagandet att fysikens lagar ar invarianta under rotationer som tillater oss att krava att
fysikaliska lagar skall ta samma form i ett koordinatsystem som &r roterat i forhallande till det
ursprungliga. Vi kodar in den invariansen i de fysikaliska lagarna genom att anvénda ett Cartesiskt
tensorsprak. Har man en annan (storre) symmetri &r det lampligt att konstruera tensorer med
avseende pa den. Exempel ar speciell relativitetsteori (se den valfria kursen i trean), ddr man
konstruerar tensorer som transformerar under Lorentztransformationer, och pa sa sitt leds till
fyrdimensionella vektorer och tensorer (det bésta sittet att skriva bl.a. Maxwells ekvationer). I
allmén relativitetsteori infor man tensorer under helt allménna koordinattransformationer, for att
forsakra sig om att beskrivningen av ett krokt rums geometri dr oberoende av vilka koordinater

man valjer.

12.4. KONDUKTIVITET

Ohms “lag” lyder I = U/R. Vi vill ha en regel som relaterar den lokala stromtétheten 71 ett
material (mitt i Am~2) till den elektriska faltstyrkan E (métt i Vm~!). Det &r naturligt att téinka
sig att strommen &r proportionell mot faltstyrkan, sa att t.ex. j’= oE, dir o ir konduktiviteten for
materialet. (Konduktiviteten mits i AV 'm~! = Q~'m~'. Motstandet i en stav med lingd L och
tvérsnittsarea A blir R = ULA) Men detta &ar inte den mest allménna relationen. Man kan mycket
val tédnka sig ett material som leder strém olika bra i olika riktningar. En sadan konduktivitet
maste representeras av en konduktivitetstensor o;; och en relation j; = 0;;E;. Om t.ex. materialet
ar “skiktat” sa att konduktiviteten i x- och y-riktningarna &r o;, men i z-riktningen o, blir
konduktivitetstensorn

g1 0 0
Oij = 0 01 0 . (12.8)
0 0 g9

Det &r ingenting som séger att matrisen maste vara diagonal. I sjdlva verket ar diagonaliteten hos
ekv. (12.8) en foljd av att koordinatsystemet har valts sa att basvektorerna ar egenvektorer till
o, dvs. att ett félt i en koordinatriktning ger upphov till en strom i samma riktning. Med andra
koordinater blir samma konduktivitetstensor icke-diagonal. Ett material déar o;; = 0d;; kallas
isotropt, annars ar det anisotropt. Motsvarande resonemang som forts har om konduktivitet kan
foras om t.ex. varmeledning, som vi redan behandlat i det homogena och isotropa fallet.

Ordlista: Isotrop = lika i alla riktningar. Homogen = lika i alla punkter.

Exempel 12.1: Ett material 4r homogent (m.a.p. elektrisk konduktivitet) om 9;o ;5 = 0.
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Exempel 12.2: Nar man raknar pa universums expansion brukar man gora antagandet (grundat pa
observationer) att universum &r homogent och isotropt.

12.5. TROGHETSTENSORN

Ett annat klassiskt exempel ar troghetstensorn,

L= /dV p(r?di; — zixj) | (12.9)
%

som man raknade ut i stelkroppsdynamik. Den relaterar rorelsemangdsmomentet till rotationsvek-
torn enligt L; = I;;w;. I och med att den innehaller upprepade kryssprodukter &r det enklare att

héarleda den i tensorformalism.

Ett litet volymelement dV" av en stel kropp har massan dm = pdV, och om kroppen roterar
med en rotationsvektor w; har det hastigheten v; = (J X 7); = &;jkw;xk. Dess rorelseméngd &r
dp; = dmv; = dme;jrw;zy. Bidraget till rorelseméngdsmomentet fran volymelementet &r

EijkTiPk = AME LT jEkImWITm = dAM (8310 m — Oim0j1)TjTmwy ( )
12.10
= dm(r’w; — z;zjw;) = dVp(r?d;; — zizj)w; .

I kapitel 13 skall vi vi introducera kontinuumsmekanik, spanningar och deformationer av krop-
par och deras samband, ett omrade dar tensorformalism &r till hjalp.

UPPGIFTER

12.1. Visa att om Tj; &r en tensor sa ar Tj; en skalar.
12.2. Visa att LL! =1 = L'L =1
12.3. Bevisa att d;; 4r en tensor.

12.4. Visa Gauss sats for en tensor Tj;:

/@Tijdv = %deSj .
v

ov

12.5. Forsikra dig om att uttrycket for determinanten av en matris i ekv. (12.4) ar korrekt. Gen-
eralisera det gérna till D dimensioner. Visa giarna, med hjilp av produkten av tva e-tensorer,
identiteten det M = £trM?® — 2trMtrM? + & (trM)?, som gller for (3 x 3)-matriser.

12.6. Ur fysikalisk synpunkt ar det pa generella grunder naturligt och 6nskvart att tva transfor-
mationer utférda efter varandra &r en giltig transformation, och att varje transformation har
en “invers”, som tar en tillbaka till utgangspunkten. Det &r ocksa naturligt att det ar en
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giltig transformation, identitetstranformationen, att “gbra ingenting”. Detta kan formalis-
eras matematisk som axiom for en grupp. En grupp &r en méngd G med en multiplikation,
g,h € G = gh € G. Daremot behover denna multiplikation inte vara kommutativ, dvs. ele-
menten gh och hg kan vara olika. Det skall finnas ett enhetselement I € G: Ig = gI = g. For

L= g_lg = 1. Dessutom kraver

varje g € G skall det finnas ett inverst element ¢~ € G: gg~
man att transformationer ar associativa, dvs. (gh)k = g(hk). Visa att ortogonala rotationer

bildar en grupp.

12.7. Visa att permutationer av n element bildar en grupp. Ar denna grupp kommutativ, dvs. ar
gh = hg for alla permutationer g och h?

12.8. Visa att den kinetiska energin for en roterande stel kropp ar T = 1 I;;w;w;.
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13. KONTINUUMSMEKANIK: DEFORMATION OCH SPANNING

13.1. KRAFT OCH SPANNING

Vi skall borja titta pa kontinuumsmekanik, som &r mekanik for fasta kroppar, vitskor och gaser.
Det forsta vi skall gora ar att undersoka hur man kan beskriva krafter i ett material. Vi skall gora
det genom att ldgga in en tadnkt yta i materialet och se hur krafterna kan skrivas.

Vi tanker oss ett litet ytelement dS med normal n;. Ibland kan man skriva
ett vektoriellt ytelement dS; = n;dS. Vi ar intresserade av den kraft som verkar , n ; F
“genom ytan”. Kalla sida 1 den sida dit inte normalen pekar, och sida 2 sidan dit
normalen pekar. Med kraften dF; menar vi den kraft som sida 2 paverkar sida 1 1
med genom ytan dS (vill vi veta hur sida 1 paverkar sida 2 géller forstas Newtons tredje lag, sa
den kraften &r —dF;). Om det hade varit fraga om en gas, skulle kraften bara bero pa trycket i
gasen, och vara riktad langs normalen, dF; = —pn;dS (minustecknet for att det &r kraften pa sida

1).

Men i en fast kropp behover inte kraften vara riktad langs nor-

malen. Det kan finnas skjuvkrafter, dvs. krafter som verkar lings ytan. |
Titta pa kroppen i figuren hér intill. Det kommer absolut att finnas

krafter langs den inritade ytan, som man ser om t.ex. den lagre delen —i
skall vara i jamvikt. Om vi vill uttrycka kraften per ytenhet till storlek och riktning bara med hjalp
av normalen och “situationen i kroppen”, dvs. spanningarna, verkar det naturligt att spanningarna
skall sitta i en spdnningstensor P;;, och att

dFi = Pijnde . (13.1)

En gas skulle d& (enligt ovan) ha en spanningstensor P;; = —pd;;.

Vi skall inledningsvis harleda ett par egenskaper for tensorn Pj;. Lat oss for tillfallet forsumma
andra krafter som kan verka inne i materialet, t.ex. gravitationskrafter (notera att det inte betyder
att vi utesluter krafter som verkar pa kroppens yta; sadana kommer ju att férmedlas in i materialet
via precis sadana krafter vi diskuterar). Vi antar ocksa att materialet, dvs. varje delvolym av
det, dr i jamvikt (vila). Da kan vi ligga en tankt yta kring en delvolym och krdva kraft- och

momentjamvikt.

13.2. JAMVIKTSEKVATIONER

Vi boérjar med kraftjamvikt. Den totala kraften pa en delvolym V fas genom ytintegration av

Fi = /sz: /P”nde (13.2)
ov v

Nu kan vi tillimpa Gauss sats. Den lyder normalt [, Gin;dS = [|, 9;G;dV . I var ytintegral (13.2)

kraften (13.1),

har vi ett extra fritt index ¢ som hénger och slanger. Gauss sats géller forstas for varje komponent,
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sa man har [, Pjjn;dS = [, 0;P;;dV (minnesregel: det index som kontraheras med indexet pa n;
ar det som “forvandlas” till en derivata, de andra star kvar som de &r). I jamvikt skall den totala
kraften pa varje volym Vvara noll, sa integranden skall vara noll, dvs.

9;Pij =0 . (133)

Om vi ocksa hade haft en yttre krafttathet f; pa materialet (t.ex. gravitation) hade man istéllet
fatt
Py +fi=0. (13.4)

Nu till momentjamvikt. Momentet pa ytelementet dS &r dM; = (¥ x dﬁ)Z = gijpxjdly =
€ijkTj PrmidS (nu dr det nog ganska uppenbart varfér tensornotation &ar bra...). Det totala mo-

mentet fas genom integration,

Mi = /5ijkijklnldS . (135)
ov

Aterigen tillimpar vi Gauss sats, och far pa samma sitt som for kraften 0 = Oi(€ijrz; Pu) =
€ijkPrj+eijra ;01 Py Den sista termer &r noll pa grund av kraftjimvikt, sa vi maste ha ;;, Py, = 0.
Detta innebéar att P;; ar symmetrisk.

En tensor (matris) med tva index kan alltid skrivas som T;; = S;; + A;;, dér S &r symmetrisk

och A antisymmetrisk. Ofta skriver man S;; = T(;;) = %(TZ] +T}), Aij = Tij) = %(Tl —T).
Exempel 13.1: I en gas dr som sagt P;; = —pd;;. Om vi tar med en gravitationskraft pa gasen kan vi
beriikna tryck som funktion av héjd. Ekvation (13.4) ger —8;p + f; = 0. Om f = —pg2 for konstant g
och p, blir p oberoende av z och y, och % = —pg, med l6sningen p = pg — pg(z — zp). Den hér modellen,
med konstant densitet, géiller béttre for en vétska. Om, mer verklighetsanknutet for en gas, tryck och
densitet ar proportionella, p = kp (tank pa allménna gaslagen), far man % = —%p med 16sningen
p = poef%(zfz(’). Spénningstensorn P;; = —pd;; ar redan symmetrisk, s& den andra ekvationen ar

uppfylld. Gravitationskraften kan inte heller utéva nagot vridande moment (och gaser kan i allménhet
inte hélla emot, sa det kan hur som helst inte finnas nagot).

13.3. DEFORMATIONER

Det vi nu skall gora ar att undersoka hur man kan beskriva deformationer av ett material. Sedan
vill vi (fér sma deformationer) modellera ett linjirt samband mellan spanning och deformation. Ett
sadant samband blir den lokala motsvarigheten till Hookes lag F' = —kz for en fjader. Vi begrénsar
oss alltsa till jamviktssituationer. Det gar utméarkt att istéllet anvdnda de krafter pa delvolymer
vi tittat pa for att beskriva dynamiska forlopp, t.ex. vagutbredning, men vi vantar litet med det.

For att ta reda pa hur deformationer bést beskrivs, lat oss titta pa ett litet volymelement och

—

se vad som kan hénda med det. Vi infor ett forskjutningsfalt £(7), som beskriver hur mycket varje
punkt har flyttats. For att vara precis, sa tolkar vi argumentet 7 som ortvektorn for en punkt i den

—

odeformerade kroppen, och 7 + £(7) ortvektorn for samma punkt efter deformation. I figurerna
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visar den streckade linjen hela tiden formen (kvadrat) for den odeformerade volymen, och den
heldragna for den deformerade. z-axeln ar horisontell och y-axeln vertikal.

Om { ar konstant Gver volymen (figur 1) translateras den bara. Det kallar vi inte en deforma-
tion, och det ger definitiv inte heller upphov till nagra spanningar i materialet. For att volymen
skall deformeras maste { variera, och det verkar darfor bra att anvanda derivatan av E Sa vi
betraktar 0;§;.

Om volymen trycks ihop eller dras ut i en riktning enligt figur 2, sa ar { = (az,0,0), och den
enda nollskilda komponenten dr 017 = a. Om volymen “skjuvas” enligt figur 3 &r 5 = (by,0,0),
och man far endast 02£; nollskild. Fran dessa exempel far vi en direkt bild av vad diagonalelement
och avdiagonala element i 9;§; betyder.

Om vi vander pa rollerna for x- och y-koordinaterna i figur 3 far vi figur 4, som har E = (0,bz,0)
och alltsa endast ger 01€, = b. Men om vi vi tittar pa de deformationer som uppkommit i figurerna
3 och 4 ser de véldigt lika ut. De tva romberna skiljer sig endast at pa en rotation (kom ihag att
vi endast betraktar sma deformationer, dvs. forflyttningarna dr mycket mindre dn sidldngderna).
01& och 92&; beskriver samma deformation. Om vi ser (figur 5) vad en rotation med en liten vinkel

a runt z-axeln gor med ortvektorn far vi

AR E AR ANCR [ B

Matrisen i sista ledet dr 0;§;. En rotation ger en antisymmetrisk 0;§;. Detta kan ses mer allméant
genom att bygga en liten rotationsvektor w; vars belopp ar den lilla rotationsvinkeln, riktad langs
rotationsaxeln. Da &r &; = gjpwrr; (JAmfor uttrycket for hastighet i en roterande kropp), och
0i€; = €jkiwy som ar antisymmetriskt. De verkliga deformationerna sitter i den symmetriska delen

Eij = 0.5 = %(% +0;&) - (13.7)

Denna tensor kallas deformationstensorn (pa engelska “strain tensor”). Vi ser nu att figurerna 3
och 4 beskrivs av samma deformationstensor, med Ej2 = b/2. En isotrop utvidgning eller sam-
mantryckning representeras av E;; = cd;; som i figur 6.

fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4 fig. 5 fig. 6

Deformationstensorn &ar dimensionslos, sa man kan i absolut mening tala om att dess kom-
ponenter ar sma eller stora. Nér vi talar om sma deformationer menar vi att varje komponent
av E;; ar liten, |E;;| < 1, och det betyder att férflyttningarna i figurerna dr mycket mindre &n
sidlangderna.
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Vi har tidigare tittat pa derivator av vektorer, ndmligen rotation, som ger en vektor, och
divergens, som ger en skaldr. Allmént kan 0;; delas upp i en symmetrisk och en antisymmetrisk
del, 0;§; = 0(i&j) + 0;€;), dér den antisymmetrisk innehaller rotationen, d};¢; = %aijk(v X E)k
(visa dettal). Den symmetriska delen innehaller forstas divergensen (som &r dess spar), men ockséa
annat. Vi har alltsa nu infort ett tredje sétt att derivera en vektor, som leder till en symmetrisk
tensor.

13.4. SAMBAND MELLAN SPANNING OCH DEFORMATION

Nu har vi sett att bade spanning och deformation beskrivs av varsin symmetrisk tensor, och tiden
ar mogen att forsoka skriva en modell for hur de relateras. Vi skall antaga ett linjart samband,
vilket &r rimligt for sma deformationer. Ett (alltfér) naivt antagande skulle kunna vara direkt
proportionalitet, F;; = k[;;. Vi skall strax se att det inte racker av enkla fysikaliska skél, men
forst skall vi se vad det mest allménna uttrycket vi kan skriva dr. Man kan relatera de tva tensorerna
med en tensor med fyra index enligt

Pij = kijriEr - (13.8)

Eftersom P och E ar symmetriska &r dven k det, kijr = k(ij)(y- (Den dr som en “(6 x 6)-matris”
som relaterar tva “vektorer” med 6 komponenter, ndmligen symmetriska matriser.) For att komma
vidare maste vi gora nagot mer antagande om materialet. Vi skall begransa oss till isotropa material.
Da maste tensorn k;j,; byggas av invarianta tensorer, d;; och €;;;. De tva kombinationerna som
kan komma ifraga ar 6;;0k; och d;(xd;);. Levi-Civita-tensorn kan inte vara med, fér om den ér med
maste man ha tva stycken for att fa ett jamnt antal index, och minst ett index maste kontraheras
mellan dem, vilket igen ger produkter av §. De tva kombinationerna insatta i ekv. (13.8) ger
termer 1 hogerledet proportionella mot d;; Exy och E;j;. (JAmfor med exemplet om konduktivitet: i
allménhet kan man ha j; = 0;;E;, men i ett isotropt ledande material géller o;; = 0d;;.) Den mest

allménna relationen for ett isotropt material ar
Pij = XNoij B + 2055 (13-9)

De tva parametrarna A och p &r skaldra materialkonstanter (vilket i och for sig inte utesluter
att de kan variera i en kropp, men i ett homogent material 4r de konstanta) som kallas Lamés
konstanter. De gar att sla upp i tabeller. Notera att isotropi kan uttryckas som kravet att alla
materialparametrar ar skalarer.

Vi skall nu titta pa ett exempel, som ar bade ett rakneexempel och en illustration hur Lamés
konstanter relateras till mer “fysikaliska” parametrar, t.ex. elasticitetsmodul. Exemplet gor det
ocksa tydligt varféor man behover just tva materialkonstanter.

Betrakta en kropp formad som ett homogent ratblock med héjden h, som star pa ett fast och
friktionsfritt underlag. Pa blockets 6versida verkar ett tryck p. Hur stor blir ssammantryckningen
—0h/h? Gravitationskraften ar forsumbar i sammanhanget.
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Vi later z-koordinaten vara vertikal, och kallar [6h/h| f6r . Vi har Ej; = —a. Men inget
hindrar kroppen fran att bli litet bredare nér den trycks ihop, eftersom det inte finns nagra krafter
fran sidan. Vi sdtter Fos = FE33 = (. Alla avdiagonala element i deformationstensorn &r noll.
Alltsa: E;; = diag(—a, 38, §).

Kvoten v = g kallas Poissons kvot, och &r en materialkon- l l l i i
stant. Vanliga material har 0 < v < 1/2. Vérdet v = 1/2 svarar
mot ett inkompressibelt material, eftersom &ndringen av volymen &r
SV =V(1-a)1+5)2=V = V(28—a). (Allmént giller V=16V = Ej;.)
En annan vanlig materialkonstant ar elasticitetsmodulen F, sadan att

p = Ea. Nar vi 16ser problemet far vi automatiskt uttryck for v och E' i
termer av A och u. Eftersom olika material kan ge samma hoptryckning
vid samma tryck, men expandera olika i sidled, dr det uppenbart att

man verkligen behover de tva termerna i ekv. (13.9).

Hur ser spanningstensorn ut? Det finns endast krafter i vertikal led, och kraften pa en yta med
horisontell normal &r noll. Darfér & P;; = —p och 6vriga komponenter noll, P;; = diag(—p,0,0).
Ekvation (13.9) siger nu

—p=A28—a) —2ua=—(A+2u)a+2)\3, ( )
13.10
0=X28—a)+2uB=-da+2(A+pu)s, ?

dér den forsta ekvationen &r (11)-komponenten och den andra (22)- och (33)-komponenterna. Den

andra ekvationen ger
A

=—a, 13.11
B STEn) (13.11)
och inséttning i den forsta resulterar i
13\ + 2p)
=—a. 13.12
p in (13.12)

Fran resultatet far vi direkt relationen mellan de alternativa materialkonstanterna E och v:

E:u@A+hO7
At
\ (13.13)
V= —— .
2(A + )
Dessa kan om man vill inverteras till
N vE
T 1+v)(1-2v)"
=) )
,U/ =

21+v)
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1
29
véldefinierad (den blir oéndlig). Detta hinger samman med att nir volymen inte foréndras ar

En liten varning f6r det inkompressibla fallet. Dar &r v = och vi ser att A(v, E) inte &r

E;; =0, och den term i ekv. (13.9) som innehaller A ar inte narvarande. Ett nistan inkompress-
ibelt material har ett mycket stort virde pa \/pu.

I exemplet ovan anvénde vi inte (direkt) jimviktsekvationen 0;P;; = 0. Den uppfylls ocksa
automatiskt av ansatsen vi gjorde. Med hjélp av ekv. (13.9) kan den skrivas som en differentialek-
vation for forskjutningsvektorn. Med konstanta X, p géller 0, P;; = A0;;0;0x&k + 105 (0:&; + 0,&;) =
(A + 1)0;0;&; + 110;0;&;, och alltsa

=

A+ w)V(V- &) +puAf=0. (13.15)

—

Detta uttryck innehaller Laplaceoperatorn, men ocksa en term med V(V-£). Om vi minns relationen

— =

V x (V x &) = V(V- &) — A kan vi likavil skriva den

—

A+ )V X (VXE +A+2u)AE=0. (13.16)

Exempel 13.2: En homogen boll utsitts for ett inatriktat konstant tryck p pa sin beginsningsyta. Hur
stor blir sammantryckningen?

Vi kan forutsitta att forskjutningsvektorn 6verallt ar radiellt riktad och endast beror pa r, E: —u(r)?.
Ett sadant vektorfilt ar rotationsfritt, och jamviktsekvationen inne i bollen ger AE = 0. Har ar det viktigt
att komma ihag att Laplaceoperatorn pa en vektor i kroklinjiga koordinater inte fas som Laplaceoperatorn
p& komponenterna. Man far alltsa inte ekvationen Au = 0. Man kan tillimpa A€ = V(V - £) eller sla
upp direkt i formelsamlingen,

2 10 7] 2
Au(r)?) = (Au(’r‘) — T—Zu(r)) r= (7—25 (7’28—:) - r—2u> 7. (13.17)
En ansats u = rP ger p(p+1)—2 = 0, med losningarna p = 1 eller p = —2. Den senare ar ofysikalisk, sa vi

far E = —krr = —k7. Fran detta uttryck, E = —k(z@+yy+2z2) ar det uppenbart att Laplaceekvationen &r
uppfylld. (Forsok garna se samma sak for den ofysikaliska 16sningen; dér ser varje Cartesisk komponent
ut som en dipolpotential.)

Vi har §; = —kx; och darfor E;; = —ké;; och E;; = —3k. Detta ér en helt homogen och isotrop
kompression. Relationen mellan spanning och deformation ger P;jj = —(3X\ 4 2u)kd;;. Vid ytan far man
(83X 4 2u)k = p, och 16sningen blir

- 1-2
E=— P F:—( V)p?. (13.18)
3N+ 2u E
Om bollens radie dr R ar alltsa
oR (1—-2v)p
sR__U-p (13.19)
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Notera att det inte bara &r elasticitetsmodulen som kommer in nar det inte lidngre finns nagon extra
riktning for kroppen att expandera i. Den “gor storre motstand”, darav faktorn 1 — 2v. For ett inkom-
pressibelt material (v = 1/2) blir sammantryckningen forstas noll.

13.5. DYNAMIK FOR FASTA MATERIAL

Vi skall underséka sma rorelser i fasta material. Vi far med nédvandighet begridnsa oss till sma
rorelser, eftersom vi redan har sagt att deformationstensorn ar liten. Betrakta nu en situation
dér ett litet volymelement inte &r i jamvikt, utan accelereras av kraften dF; = (9,P;; + f;)dV,
dar f; representerar andra krafter &n de som kommer fran interna spanningar (t.ex. gravitation).

Volymelementets forskjutning ar &;(7,t), och dess acceleration %i;. Rorelseekvationen blir

0%¢;
ot?

P = 0P+ fi. (13.20)

Lat oss undersoka vibrationer. Vi tar andra krafter till noll. Med hjilp av uttrycket (13.15) for

kraften i termer av deformationen har vi differentialekvationen for forskjutningsvektorn

92€ B

rop ~ A+uV(V- §) —pAd=0. (13.21)

Vi kan prova en vagansats
£(7,1) = Ae'bT=et) (13.22)

Redan hér kan man se att det kan vara skillnad pa olika sorters vagor: en vag déar A sr parallell
med k &r longitudinell, medan en dar A #r vinkelriit mot k &r transversell. Vi siitter in ansatsen
och far

—.

0=—p? A+ A+ pk(k- A) + pk?A . (13.23)

Amplitudvektorn A dren egenvektor med egenviirde pw? till matrisen
Kij = (A + p)kik; + ,uk25ij . (13.24)

En vektor /TH parallell med & har M;; Ay = (A + 2u)k*Aj;, medan en vektor A, ortogonal mot
k har M;jA,; = puk*A, ;. Resultatet blir alltsa att longitudinella vagor (tryckvagor) har farten

¢ = v/(A+2p)/p, medan transversella vagor (skjuvvagor) har farten c; = /u/p. Tryckvagorna
gar snabbare.

UPPGIFTER

13.1. Visa att villkoret €;;;,Pj; = 0 ar ekvivalent med att P;; ar symmetrisk, P;; = Pj;.

13.2. Visa att S och A &r tensorer, dvs. att uppdelningen i symmetrisk och antisymmetrisk del inte
férstors av transformationerna.
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I en vétska i vila ar trycket pa djupet d under ytan p(d) = pg + pgd, dér pg ar lufttrycket vid
ytan. Visa Arkimedes princip.

Ett homogent ratblock av ett elastiskt material passar precis in i en motsvarande halighet i ett
annat material, som i praktiken kan betraktas som odeformerbart (se figuren). Det finns ingen
friktion i kontaktytorna mellan ratblocket och det omgivande materialet. Bestam den relativa
langdfoérandringen 6h/h da den fria &nden av ratblocket belastas med trycket p i termer av p
och Lamés materialkonstanter A och pu.

—n bl

En homogen cylinder utsdtts for ett tryck p pa cylinderytan. Den tillats expandera fritt i
axelns riktning. Bestam den relativa férdndringen av radien.

. En homogen cylinder utsétts for ett tryck p pa cylinderytan. Den tillats inte expandera i axelns

riktning. Bestdm den relativa fordndringen av radien.
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*14. STROMNINGSMEKANIK

Mekanik for fluider (vétskor och gaser) &r naturligtvis helt annorlunda &n for fasta kroppar. En
fluid i vila kan inte bdra upp annat &n tryck, dvs. spanningstensorn adr da P;; = —pd;;. Nar olika
delar av en fluid ror sig med olika hastigheter paverkar de ddremot varandra — tank t.ex. pa tva
vattenlager med olika hastigheter; de kommer att “héfta i” varandra och dra varandra med sig.
Det finns ett matt pa i hur hég grad fluider paverkas av att hastighetsfiltet varierar, det kallas
viskositet. Vi skall se hur det kommer in i spanningstensorn.

14.1. TRYCK OCH SPANNING

For det forsta definierar vi vad vi menar med tryck. Nar P;; = —pd;; ér det klart, men for andra
spanningstensorer har vi inte sa mycket att vélja pa utom p = f%PM. Da kan vi skriva
Pij = —pdij + dij s (14.1)

dér d;; = 0 pa grund av definitionen av p. Fragan ar sedan hur d;; kan relateras till hastighetsféltet

(7).
14.2. HASTIGHET OCH DEFORMATIONSHASTIGHET

Vi kan genomfora ett resonemang som véldigt mycket liknar det vi gjorde for ett fast material. Nu
kan som sagt inte spdnningen bero pa deformationen om den inte fordndras med tiden. Men den
kan bero pa deformationshastigheten. Det ar ganska naturligt, och betyder alltsa att om en liten
volym haller pa att deformeras pa nagot av de sétt som vi gick igenom i kapitel 13.3 (figurerna) sa
finns en spanning. En konstant deformation, daremot, ger ingen spanning. Detta stdmmer bra med
hur man ténker sig en fluid. Om vi nu definierar tensorn som innehaller deformationshastigheterna

eij = 0y , (14.2)
ar det rimligt att tdnka sig att tensorn d;; i spdnningen kan vara proportionell mot den.

14.3. SAMBAND MELLAN SPANNING OCH DEFORMATIONSHASTIGHET. VISKOSITET

Helt analogt med relationen mellan spanning och deformation i fasta material skulle en allmén
ansats (under antagande om isotropi) lyda d;; = Ad;;jexs + 2pe;;. Skillnaden &r dock att d;; = 0
och darfér maste man ha 3\ + 2 = 0. Det finns alltsa bara en materialkonstant kvar. Vi skriver
da 1

Py = —pdij + 2p(ei; — géijekk) . (14-3)
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Parametern g kallas viskositeten. Deformationshastigheten e;; méts i s™! och P;; i Nm™2 =

1.—2 1

kgm~'s™2, si enheten for viskositeten #r kgm~'s~!. Notera skillnaden i dimension mot Lamés

konstanter A, u.

14.4. KRAFT OCH ACCELERATION. NAVIER—STOKES EKVATION

Nér vi diskuterade deformationer av fasta material betraktade vi huvudsakligen jamviktssitua-
tioner (mest av tids-/utrymmesskél). Det kan vi inte gora hér (dvs. det tillfor inget, det blir som
att betrakta ett fast material, dar det endast kan finnas ett tryck). Vi vill ju undersoka hur fluiden
ror sig. Alltsa far vi inte anvéinda jamviktsekvationen f; = 0;F;; + b; = 0 (b; betecknar hér
yttre krafter per volymsenhet), utan maste understka hur denna krafttéthet accelererar ett litet
volymelement. Krafttatheten &r i vilket fall f; = b;4+0;P;; = b;—0ip+p0;(0;u; +c'9jui)f§u8i8juj =
b, — 0ip + 1(0;05u; + %aiﬁjuj), dvs. kraften pa ett litet volymelement dV &r

fav = [5— Vp + (Aa’+ %V(V . a))] av . (14.4)

Aven om det matematiska tillvigagangssittet for att modellera krafter i fluider liknade det for
krafter i fasta material finns en stor fysikalisk skillnad. De antaganden vi gjorde for fasta material
svarar mot att materialet ar elastiskt. Den energi som gar at till att astadkomma en deformation
lagras i materialet som potentiell energi, och kan atervinnas. I en fluid, ddremot, har man krafter
som dr proportionella mot deformationshastigheten. Sadana krafter ar dissipativa. Rorelseenergi
kommer att omvandlas till varme. Sa linge viskositetstermerna finns med finns det ingen bevarad

mekanisk energi.

Nér vi undersoker hur denna kraft &ndrar hastighetsfiltet maste vi vara
forsiktiga. Man skulle kunna tro att den skulle vara lika med pdv% (pdV &r
massan av volymelementet), men detta ar fel, eftersom vi da skulle betrakta udt
hastighetsandringen i en och samma punkt, medan volymselementet under
tiden hinner rora sig. Vi behover ta hinsyn till att den lilla massan vi tittar pa ror sig, och skriva
dit = @(7 + ddt, t + dt) — @(7,t) = [2% + (@ - V)u]dt. Det lilla volymselementets acceleration &r

o di dd . .
Q==+ (@ V)i (14.5)

(Denna typ av uttryck ar sa viktig och ofta aterkommande att den har ett eget namn, Lie-derivata.)

Nu kan vi sdtta samman den information vi har, uttrycken for acceleration och kraft, och far

ot . 1
p ((;Z + (ii - vm) —b—Vp+pu (M+ SV(V- ﬁ)) . (14.6)

Detta dr Navier—Stokes ekvation.
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Vi kan hérleda Navier—Stokes ekvation pa ett ekvivalent, men upplysande, séitt genom att
skriva kontinuitetsekvationer. Massa &r bevarad. Dess tdthet &r p och masstrémmen &ar pi, sa
kontinuitetsekvationen (som vi héirledde i kapitel 3) lyder

ap o
En +V-(pl) =0. (14.7)

Denna ekvation finns oberoende av Navier—Stokes, och talar om hur p &ndras beroende av .
Men vi kan ocksa skriva ned en kontinuitetsekvation for rorelseméngden, som ju ocksa ar be-
varad. Rorelseméangdstatheten dr p@ (dvs. samma uttryck som masstrommen, men nu tolkar vi
den som en tdthet av en vektor), eller i tensornotation pu,;. Den transporteras naturligtvis ocksa
av hastighetsvektorn. Rorelseméngdsstrommen blir en tensor med tva index, pu;u;. Kontinuitet-
sekvationen kommer att ha ett hogerled f;, och lyder

9,
&(pui) + 0;(pujuy) = fi . (14.8)

Vi utvecklar: 2 (pu;)+0; (puiuj) = %uri—p%’f +u;0;(puy) + pujoju; = ui(% +0;(puy)) + p( 9 +
u;0u;) = p[% + (@ - V)ii;. Aterigen far vi Navier-Stokes ekvation (14.6).

Navier—Stokes ekvation &ar komplicerad och har komplicerade l6sningar. Att hitta exakta
generella 16sningar ar inte att hoppas pa. For att alls borja 16sa ekvationerna behovs ocksa mer
information om fluiden. Férutom viskositeten som star explicit i ekvationen kravs nagon informa-
tion som talar om t.ex. hur trycket eller densiteten &r i olika situationer. En mdjlighet som ofta
ar approximativt riktig (for véitskor) ar att betrakta densiteten som konstant, dvs. fluiden som
inkompressibel. En annan kan vara att férsumma viskositeten. Andra férenklingar kan fas genom
att antaga egenskaper for 16sningarna, snarare dn for fluiden i sig. T.ex. (som vi skall se nedan)
kan forenklas saker och ting om man antar att hastighetsfaltet ar rotationsfritt. Men fluider har i
allménhet manga intressanta och krangliga séitt att bete sig. Turbulens ar ett omrade dar mycket
forstaelse aterstar.

14.5. TRYCKVAGOR

I vissa situationer &r det motiverat att linearisera ekvationerna. Lat oss betrakta ljudvagor i en
stillastaende fluid. Vi betraktar variationerna i densitet, tryck och hastighet som sma:

p = po+ p1(7,1)
p = po + p1(7,t)
i =0+ a(F1t) .

)
)

(14.9)
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Vi forsummar for stunden ocksa viskositeten. Kontinuitetsekvationen och Navier—Stokes linearis-
erade ekvation lyder nu

0]
% YoV T =0,
t (14.10)
9u _
Po o p1 .
Vi far ocksa antaga ett konstitutivt samband mellan densitet och tryck, p = p(p), sa att Vp; =
2 —
(g—z)pg Vpi. Ytterligare en derivata pa den forsta ekvationen ger % = —poV - %7; = (g—z)po Aps.
Detta ar vagekvationen
T 2np =0 (142)
52 ~CAn=0, 14.11

dir ljudhastigheten ges av ¢? = ( g—ﬁ) po- Denna sorts vagor, tryckvagor, eller longitudinella vagor,
ar den enda typ som kan fortplanta sig i en fluid. I ett fast material kan man, som vi sett, ha bade
longitudinella vagor och skjuvvagor.

Om vi inte forsummar viskositeten kan vi inte vénta oss vaglosningar, eftersom viskositets-
krafterna &r dissipativa, de for bort kinetisk energi ur systemet. Daremot kan det tédnkas férekomma
démpade svangningar. Lat oss undersoka saken. Vi genomfor fortfarande samma linearisering som
i ekv. (14.9). Enda skillnaden &r att vi sparar viskositetstermen i Navier—Stokes ekvation, vars
linearisering, tillsammans med kontinuitetsekvationen, ar

ou J 1 _
po—o; = —Vp1+ p(Ad + 2 V(V 1)) ,
ot 3 (14.12)
O | G d=0 *
FARECA R
Antag att vi har en plan vag i z-riktningen, med @ = u(z,t)z. D4 dr Ad = V(V -u) = %iﬂ Vi

antar fortfarande samma samband mellan tryck och densitet, och later ¢ = (g—’;) 0o~ Bliminering

av hastighetsféltet (som ovan) ger nu en ekvation {6r densiteten,

& p1 2 dp  Op1
—PAp — AT .
e ywe T 0 (14.13)

Nu #r det ldtt att bekrifta att det inte finns vaglosningar p(z,t) = Ae'(**=«Y) En ansats med
dampning, p; (z,t) = Ae!F*=w)=t/to ger diremot, insatt i ekv. (14.13), relationerna mellan parame-

trarna:
3P0

- 2uk?’

2
w=ck 1_(2,uk> .
3poc

Vi ser att ddmpningstiden ¢y gar mot oo da p — 0. (En ytterligare kontroll, egentligen pa tecknet

0

(14.14)

pa viskositetstermen i Navier—Stokes ekvation, dr att amplituden avtar och inte dkar med tiden.)
Vi ser ocksa att dampningstiden blir kortare ju storre vagtalet dr, dvs. ju mindre vaglangden é&r,
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och att det finns ett virde pa vagtalet da w blir noll. Det svarar mot kritisk ddmpning. Kortare
vagldngder ger ingen svéngning, utan bara exponentiellt avtagande. Den kritiska vaglangden &r

A

Ao = . .
0 3poc (14.15)

Om vi anvinder virde for t.ex. vatten vid 20°C, med g =~ 1073kgm™'s™! blir den kritiska
vaglingden ungefir 10~8m, alldeles for liten for att spela roll i “normala” situationer. Tryckvagor
i vatten kommer for ordindra vaglangder att vara mycket svagt dampade.

14.6. VIRVLAR, VORTICITET

Virvlar ar ett stromningsfenomen som &r ganska komplicerat. Vi skall skriva om Navier—Stokes
ekvation med hjilp av vorticiteten d = V X i, som &r ett matt pa just hur mycket virvlar det
finns. En liten rékning, i stil med dem vi gjorde i kapitel 5, nar vi inférde tensornotationen, ger
(U< (VXU)]; = ki€ kimOtm = (0i10jm —0imOjm )UjOjtm = ujOiuj—u;0ju; = %&(ujuj)—ujajui.

Detta ger )
(@-V)u= §Vu2 —UXd. (14.16)
Navier—Stokes ekvation kan da skrivas
ou 1 L - L1 ,
p<(;:+2Vu2—u><w>—b—Vp+u<Au—|—3V(V-u)> . (14.17)

14.7. INKOMPRESSIBELT FLODE

Vi antar nu att fluiden &r inkompressibel. Om p &r konstant ger kontinuitetsekvationen att hastig-
hetsfaltet ar kallfritt, V - & = 0. Vi antar ocksa att den yttre krafttdtheten b r konservativ,
Vxb= 0, sa att b har en potential P, b= —V®. Om vi tar rotationen av Navier—Stokes ekvation
forsvinner alla termer som ar gradienten av nagot, och kvar blir en ekvation for vorticiteten,

] 1

(detta hade inte fungerat utan antagandet om inkompressibilitet, eftersom vénsterledet da ocksa
hade innehallit termer Vp x (ndgot)). Denna ekvation kallas vorticitetsekvationen. Termen med
tva kryssprodukter kan forstas skrivas om med skalarprodukter, om man vill, sa& att man far

R [
5 +(@- V)& —(&-V)u = pAw (14.19)
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Det ar intressant att se att vorticitetsekvationen ser valdigt mycket ut som en diffusionsekva-
tion. Vi skall inte ga nirmare in pa den dn att konstatera att alla termerna innehaller &, sa for
inkompressibel stromning ar det konsistent att ha & = 0.

14.8. POTENTIALSTROMNING

Om man antar att vorticiteten &r noll leds man till foérenklingar. For att vara tydlig med logiken:
Forst begransade vi oss till inkompressibel stromning. Detta &r ett antagande om en egenskap hos
fluiden (eller i och for sig hos stromningen; om den inte &r for “valdsam” trycks inte fluiden ihop
sarskilt mycket). Sedan sag vi att det med antagandet om inkompressibilitet d4r méjligt att hitta
situationer dar man inte har virvlar, dvs. dar vorticiteten ar noll.

Lat oss da undersoka virvelfri stromning. Om V x @ = 0 finns det en potential ¢ sadan
att @ = —V¢ (men ¢ kan fortfarande bero dven pa tiden). Detta kallas potentialstromning eller
potentialfléde. Potentialen uppfyller Laplaces ekvation, A¢ = 0. Navier—Stokes ekvation sager

0 1
p (—atw + 2V|V¢>2> =-Vd-Vp, (14.20)

dvs. 5 )
\Y% fp—¢+fp\v¢\2+p+¢) =0. (14.21)

ot 2
Mark att viskositetstermerna forsvinner. Det beror pa att nar u; = —3d;¢, sa ar deformations-

hastigheten e;; = 0;0;¢. Den uppfyller automatiskt e;; = 0 nar A¢ = 0. Viskositetstermen, som
kommer fran 0;P;;, ar 2u0;je;; = 2u0;A¢ = 0. Det visar att potentialfidde &ar ett ganska starkt
villkor, néar det betyder att vétskan strommar pa ett sétt som gor att det inte uppstar nagra inre
krafter, forutom trycket. De dissipativa krafterna fran viskositeten ar borta.

Om vi speciellt betraktar stationédrt potentialflode, behover vi bara 16sa Laplaces ekvation
A¢p(7) = 0 for potentialen. Fran ekv. (14.21) fas ett uttryck for trycket i fluiden,

1
p+d+ §pu2 = konstant (14.22)

(Bernoullis ekvation), som séger att ju storre farten ar desto lagre ar trycket.

Exempel 14.3: Bestam det stationédra potentialflddet kring en sfir med radien a i ett hastighetsfalt som
langt fran sfiren ar dp = wuo2.

Losning: Vi skall alltsa 16sa Laplaces ekvation for » > a. Randvillkoret vid 7 = a &r Neumanns homogena
randvillkor, g—‘f\qta = 0, eftersom man inte har nagot flode genom begrénsningsytan. For stora r har
man —V¢ = upZ, sa dir ar potentialen ¢ ~ —upgz = —uor cosf. Vi ansétter en 16sning (oberoende av
vinkeln ¢) ¢(r,0) = f(r) + g(r) cos 0. (Vi har tidigare sett, t.ex. i kaptiel g, att en sddan ansats fungerar
bra om randvillkoren inte innehaller annat vinkelberoende; det beror pa att funktionerna 1 och cos6
bada ar egenfunktioner till Laplaceoperatorn pa sfaren.)
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Ansatsen leder (liksom tidigare) till l6sningen f(r) = A+ %, g(r) =Cr+ T% Konstanten A &r irrelevant.

Beteendet i r = co bestammer C' = —ug. Hastighetens radiella komponent ges av —u, = % = —r% +
(C - i—?) cos 0, och randvillkoren vid r = a ger B =0, C — i—? =0,dvs. D = —%uoa3.
Potentialen ar
a® a®
¢=—up |7+ 22 cos = —ugz [ 1+ 53 ) (14.23)
vilket ger hastighetsféltet
ad a® N
dU=wup|1—— |cosO@F —up |1+ —= |sinf6. (14.24)
r3 2r3

Aven om en sadan 16sning kan ge en god bild av ett flode vid laga stréomningshastigheter,
ger den en i vissa stycken ofullstdndig bild av vad som hénder. Flodeshastigheten vid sfarens yta
ar %uo sin@ 6. Farten ér densamma for vinkeln 7 — 6 som fér vinkeln 6. Bernoullis ekvation sager
att trycket dr detsamma pa fram- och baksidan av sfiren, som f6ljaktligen inte paverkas av nagon
nettokraft* . Sa dr det ju inte pa riktigt, men ett sa “trivialt” fenomen som att en kropp paverkas
av en kraft fran fluiden som stréommar runt den kan alltsa slarvas bort i de approximationer och

antaganden vi gjort...

UPPGIFTER

14.7. Anvénd ideala gaslagen for att uppskatta ljudhastigheten i luft.

14.8. Gor en dimensionkontroll av uttrycken i ekv. (14.14).

* Detta #r kraften som kommer fran trycktermen i spinningstensorn. Om fluiden har en viskositet far man
kontrollera dven viskositetstermen i spénningstensorn pa randen; dven om den forsvinner ur Navier—Stokes
ekvation da volymselementen &ar i jamvikt kan det ju finnas effekter pa sfarens yta. Det visar sig dock att
integralen av krafttdtheten ar noll. Vi gar inte igenom detta har.
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14.9. I en fluid har man hastighetsfaltet

i~ A o . / zZ,
=0 1+ -
U 0<QQ+1+590+Q Jraz) )

dar Qg och a ar konstanter. Man kan sedan definiera en vorticitet & = V x 4 for detta

hastighetsfélt. Bestdm var i fluiden som z-komponenten av vorticiteten har sitt maximum.

14.10. Bestdm hastighetsfaltet for stationdrt potentialflode runt en odndligt lang cylinder med radien
R och z-axeln som symmetriaxel, da hastighetsféltet langt fran cylindern ar @ = upZ.

*14.11. Bestam potential och hastighetsfalt for stationdrt potentialflode i tva dimensioner i nagra olika
geometrier med hjilp av konform avbildning.
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SVAR TILL UPPGIFTER:

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.13.

1.14.

1.15.

. Plan med normalen 15 (4,3, —12).

Cylinderytor med en axel utefter linjen x = -2,y = 0.
Kon med spetsen i (1,0,0), 6ppningsvinkel 90° och axeln utefter linjen = 1, z = 0, Sppningen
mot positiva y.

p=C.
C< i: ellipsoid med halvaxlar \/1“770, \/13%’ a;

C= %: elliptisk cylinder || y-axeln;

% < C < 1: enmantlad hyperboloid, axel langs y-axeln, elliptiskt tvérsnitt;
C = 1: hyperbolisk cylinder || z-axeln;

C > 1: tvamantlad hyperboloid, axel lings z-axeln, elliptiskt tvarsnitt

x (1) = xpe™,

y(7) = yo +a,
z (1) = 2.

. Horisontella cirklar med mittpunkt pa z-axeln.

. a. Ellipser med centrum i origo och halvaxlar ay/(k/c — 1) och ay/2(k/c —1).

b. Stigningen ar 650 och hojden ar 750 m.

a. Flugan skall flyga i riktningen \/Lé(l, 2,—1).
b. Temperaturen 6kar med 0.2 °Cs™?!.

n= \/Lﬁ (4,-1,-2), a = arccos(—\/iﬁ).

3-10°6
V5

. o-linje: horisontell strale fran z-axeln,

-linje: horisontell cirkel,

z-linje: vertikal linje;

o-yta: cirkular cylinder med z-axeln som symmetriaxel,
p-yta: halvplan med rand pa z-axeln,

z-yta: horisontellt plan.
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26. 0=C = (z—1)°+12—22=C+1.

C = —1:kon, axel z =1,y = 0;

C > —1: enmantlad hyperboloid, halvaxlar v/C + 1;

C < —1: tvamantlad hyperboloid, apex i z = +v—-C — 1
2.7. ¢ = 22 — y? = C: hyperboliska cylindrar som fas genom att hyperblerna translateras i z-led.
2.8. r =4sin*0, ¢ = 7/6.

2.9. Faltlinje: o =siny + 2, 2 = —cos p + 2;
Punkter: (2,0,1), (—2,0, 3).

Sl

2.11. o =C:
a? — C > 0: enmantlad hyperboloid med axeln genom (—a,0,0) och parallell med z-axeln;
a®? — C < 0: tvamantlad hyperboloid med spetsar i (—a, 0, £1/C — a2) och axeln parallell med
z-axeln.
o . ) 1
Riktningsderivatan: —2a(1 — ﬁ)
Faltlinjer:
x = (xg+a)et —a,
Yy = yoeta
2z = zpe L.
2.12. a. Temperaturdkning —ﬁ
b. Snabbast ¢kning i riktningen \/%7(—47ﬁ — 6) med beloppet g.
2.13. f(z) =

Q
S

IS
+
<

N
i
H
>
g

>
<
I
NI= N
IS
+
S

>
€
[
M§
<

_ ) ~ 9 1 .~
V= u+tv (\/a %4—\/;}’0%) + \/mw%
7= L/u+v(Vui+ /od)

r)= —% +C
= (vcosa,vsina,u)

= (ucos v, usin a, —v)

N
=
n
QUYL © O
Q‘me‘mﬁ‘ii —

= uv (—sin a, cos a, 0)

2.18. hy = hy = aV/cosh® u — cos?, hs = 1.
2.19. A= —2

ds? = 5du? 4 5dv? + 4w?dw?

7 = Vbui + Vi + 4w
2.20. Nej.

2.21. V¢ = —Losinh2e ¢

ay/cosh? € —sin? g g



2.22.

2.23.

2.24.

2.26.

2.27.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.8.
3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.
4.3.
4.5.
4.6.
4.7
4.8.
4.9.

A

h, = (4u2 + v2)1/2

h'u = % (4’(},2 + U2)1/2

h, =

Systemet dr ett vanstersystem.
[ =*a

ds? = du? + a?e?v (dv2 + dw2)
h1 = avVu? + v?
ho = avu? + v?

hs = auv
2 2
u-yta: z = —9”2;% + %7 rotationsparaboloid med 6ppningen nedat zmax = u?a/2.
2 2
v-yta: z = “"2;)% - ”27“, rotationsparaboloid med 6ppningen uppat zmi, = —v2a/2.

@-yta: tanp = £, halvplan fran z-axeln.
1

1= \/m(xv_y70)7

1

Uy = \/W (y7x70)7
i3 = (0,0,1).

>

a = konstant: 22 = —4cay+4c?a?, parabolisk cylinder mot negativt y med spetsen i y = ca?.

B = konstant: 22 = 4¢f%y + 4c2B*, parabolisk cylinder mot positivt y med spetsen i —c¢32
~v = konstant: plan parallellt med yz-planet.
ds® = 4c? (a? + ?) (da? + dB?) + 2dy?.

—4

-2

—27m/8

—2waByZz — 2aByy

0

2ma By

—y1072 (& -8) J

4rat/5

4T A

Funktionen f skall vara f(z) = acosh £, dar avcosh £ = g.
Ap = 6(% (%2 - 1) exp (—3;—2)
V-B=2,VxB=2
V-F=00chVxF=0.

z

Af=0



4.13.
4.14.
4-15.
4.16.
4.17.
4-18.
4.23.
4-24.
4.25.
4.26.
4.27.
4.28.
4.29.
4-30.
5.3.
5-5-
5.6.
57
5.8.
5-9-
5.12.
5.13.
5.14.
5.15.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

A=

— 1 ¢ | ¢
A9 = gt (5 + 5#) +

L V-A=2 u%+4u§< o

1 &?
a2 w?"

1 o? 92
a?(142e% cos v+e2%) \ Ou? + Ov? +
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Som fysikaliskt problem kan man tédnka sig filtet kring kanten av en plattkondensator.

199
c2 0v2

Auy K]

Au2 0 Au3

duy (u%+4u§)1/4 Ouy
— 2

= log 3—log 2 (U - IOg 2)

21a’b

T
5

o3 Ny

mTa
+

0
641z

(7'(' — 1)F0

8ra® (pg + 8ka) 2

+v107 (2v/3 - 1,3v3,V3 - 2)
7ra3

%”Boai

+16maz

4032

Ouy 2(u%+4u§)

/4

87“3 2(u%+4u§)1/4>

o
=
I
Q
|
o~
By
(2
=
&
=
=)
le)
9
N
]
3
=}
=
5
E
&
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6.7.
6.8.
6.9.
6.10.
6.11.
6.12.
6.13.
6.14.
6.16.

6.17.
6.18.
6.19.
6.20.
6.21.
6.22.
6.23.
6.24.
6.25.
6.26.
6.27.
6.28.
6.29.
6.30.
6.31.
6.32.

47 (observera att kurvan omluter virveltraden tva varv).

2

7(b? — a?)

+67a®

16ma’F,

2w Fpa [8 (\/ﬁ — 2)3/2 + 1}
407w Fya?

+14mwaky

Om kéllférdelningen ar p(r) =
2

¢(r) = 5523 — &)

+67

—3567 — 8ma
28ma%Ag /3
+6ma

3ra?

+187a®

27z

drFya?

+27b (1 — 1)
11w Fyaz

3q
4ma3

da r < a och noll annars, blir potentialen for r < a:



6.33.
6.34.
6.35.
6.36.
6.37.

7-3-
74

7-5

............................................... CEDERVVALL7 EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK

#(0,0,2) = %\/‘g—z + # (sinhf1 b;z +sinh ™! b‘j‘Tz)

$(0,0,2) = 2 (Va® + 22 — 2az cos by — |z — al)

T z+b)2+a?
6(2,0,0) = % <\/(az+b)2+a2 + Va7 a? — o+ b| =[] + alog TV Vj*—f”)

Det finns 2¢ 4 1 linjart oberoende funktioner for givet £.

Greensfunktionsmetoden ger

[e'e) 27
1
#(0) = - /dg’/dcp'@’a(g’)log(g2 + 0% — 200 cos ') .
0 0

Integralen 6ver ¢’ ar lurig, men gar att sla upp. Resultatet blir
e o}
$(0) = —logQ/d@’Q’o(@') - /dg’g’ log oo (o) -
0 0

Notera att potentialen utanfor en kallférdelning, som man kan vénta sig, &r densamma som
potentialen fran en punktkilla.

. I'samtliga fall har man o.(z) = [*__ he(y)dy, dir he(z) &r approximationen av §(x). Svarande

mot (7.6) har man en styckvis linjar och kontinuerlig funktion som &r 0 for 2 < —5, 1 for
x> £ och viixer linjirt déremellan. Svarande mot (7.7) har man o.(z) = & (1 + erf(2)) och
mot (7.8) har man o.(z) = § + 1 tanh(%).

o= 2
TE

En funktion som ar kontinuerlig, noll utanfor ett litet intervall kring = = 0, véxer linjart till
sitt maximala virde i = 0 och ar symmetrisk kring = = 0.

1



CEDERWALL, EN FORSTA KURS I MATEMATISK FYSIK .+t tuuunnnnttttettentttteettnnannaeaennn.. 137

7.6.
7.10.

7.11.

7.12.

7.16.
7.17.

8.2.
8.3.
9.1.
9-4.

95
9.6.

g.10.
9.11.
9.12.
9.13.
9.14.

9.15.

2
De ar varandras Fouriertransformer.

Laddningstatheten ar noll for r #£ rg. Pa sfaren r = ry maste man ha en total laddning e om
potentialen utanfor sfiaren skall se ut som den fran en punktladdning e i origo. Laddningsfor-

delningen &r p = £50(r — o).
0

Cylindriska: §2(7 — 7g) = g—loé(g — 00)0(¢ — ¢0)d(z — z9) for o # 0.

Sfiriska: §3(7 — 7o) = mé(r —10)0(0 — 00)0 (v — @p) for ro # 0, sinfy # 0.

Man bor undvika att anvénda dessa uttryck far degenererade varden pa koordinaterna (annars
riskerar man att raka ut for integraler vars ena gréns ligger “mitt i” deltafunktionen, och det
ar inte utan vidare véldefinierat).

p=—m-V& (7 —7)

Man kan t.ex. uttrycka derivatorna i termer av polara koordinater. Da reproduceras samma
uttryck som for en 2-dimensionell punktkalla.

%:2’¢: bCTC)259+C~

A==8l04Vf

¢(x) = —1q|z| + Az + B. Normalt skulle man vilja A = 0.

9=l 4 5= log 20, dér spegelbildens koordinater ges av of = Z—z, ©wH = o-

g, 50) = _% log

( =
q 7
ooy —qm0 e e .
G(7, 7)) = yrpm i pmEmr ek dér a &r sfarens radie.
"0
_gt0
G(7, 7)) = === o dér a ar sfarens radie.
(7, 7o) TnlF—7al T 4r|F—23 7|
"o
= 3 .o — ~ .o
F(0,0,z) = 23"|ng z for |z| > a, F(0,0,2) = =% 2 for |z| < a.

6= @ =)
¢ = V(=X — 1) (med limpliga definitioner).

¢ = ¢p (g)m cos me. Tolkning: realdelen av funktionen ¢ (g)m

I elliptiska cylinderkoordinater: ¢ = qﬁoﬁ.
= Qg St VFIE

z—a++/0%+(z—a)?
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9.17. ¢(x,y) = — 2 [zlog(z? + 2?) — 2z + 2z arctan £
N2 .2 2,2
= 22 ((y - @) log L= — (y 4 a) log Wre e
+2z arctan - — 2z arctan % + konstant
Alla termer utom de med arctan ar kontinuerligt deriverbara néra linjekallan. Nar  — 0 gar

a—y
Z=—a—y

argumentet for arctan mot +oo. lim,_, 4, arctanr = %sign(r). Sa néra x = 0 ger de termerna
aox

bidrag till potentialen Z5€sign(x)(sign(y — a) — sign(y + a)). Detta ar —UOTlml for |y| < a och
noll annars, vilket ger ratt diskontinuitet i F.

_ q 1 _ 1 . 1 1
9.18. ¢($7y7 Z) T A4r (\/z2+y2+(z—2a)2 \/m2+y2+(z+2a)2 2\/m2+y2+(27%)2 + 2\/z2+y2+(z+%)2)



9.20. Prova med linjara funktioner av zy.
10.1. T'(2) = (Tqy — To) 5 + To

10.2. T(r,0) = £ (a®> —1r?) + Tp + 2 Z cosd
10.3. T(r)=To + ﬁlﬁ +IZ—%\ (L—1)

10.4. [, TdV =ToV + %f

11.2. Ytladdning: ¢ = —W
Total laddning: —q
11.3. w = g—’:j
. . 2 2 g2
11.5. Potentialen ar ¢ = ¢o <5 cos 2¢p = ¢o "

(Fran det senare uttrycket dr det uppenbart att ¢ léser A¢ = 0.)
Det elektriska filtet &r E = —V¢ = %(—@ cos 2¢ + ¢ sin 2¢) = — 2% (z3 — yj) .

a2
Ekvipotentialytorna ér hyperbler z2 —y? = konstant. Filtlinjerna #ir hyperbler zy = konstant.

w0 hes S s e

oS

St

11.6. ¢ (r) =V (%—%) for a < r <b,
7 il

(7")20V%T2 fora<r<b
11.7. E(r<a)=0
E(a<r<2a)——27?50%2
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11.8.

—
<
N~—
| |

3 rf6r7“<9
r)= 24€0T2 for § <r<a
r)=0f6rr>a

r) = 4ﬂ§a3r for r < a
2 1
r) = Trreo (7278?) fora <r < 2a

=0forr>2a
s (r<a)= 47?60(%2
- (r>a) =

1
E-faltet ar diskontinuerligt och ej deriverbart i origo eftersom det dér har obestdmd riktning

11.9.

~ o~~~

<

11.10.

M DEEm E N

dmeq T2

och ar # 0. Dar finns ingen punktkélla.
11.11. ¢ (r,0) = —55% (r* —a*) + ¢o = cos b
11.12. ¢ (r,0,0) = do + &5 (r — 2—2) sin 6 cos

(
(r<a,b, o) =2 <2+3”r — —) cos
(

11.13. (b 10keg 24K
4
¢(r>a,0,p)= 5(517’;)601"72 cosd
11.15. ¢(r) = ¢o %ifga (a - %) sin 6 cos ¢
E:%% —35 1n000s<p7’+( 2—2) (cos@coswé—singp@ﬂ

A': (3_ 47 COSG) rsm@‘p
11.17. ¢ (r,0,¢) = 52 (a —r) cost

o

A

11.16.

= —ipoacosﬁ
11.18. A, (o) = I“" logo+ C
11.19. g(r < R) = =257
g(r > R) = — 105
11.20. ¢ = 7105%_2%1) log % + ¢1
EF= _%1-¢2 0

log(R2/R1) o
R __ A+2p0 _ 1—v

135 R = " 2u@rr2P = "E P

SR _ _ _ (+r)(-2v)
13.6. 5 = —/\iﬁ =———5 P
14.9. L 0 =0.

14.10. © = —V¢ = uy [@ (1 — };—22) cosp — @ (1 + }Z—;) singo]
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