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1 Inledning

Ett viktigt anvindningsomrade for datorer idag &r att visualisera olika fysikaliska férlopp. Detta
bestar ofta i att skapa bilder av tva- eller tre-dimensionella falt. Det finns manga sofistikerade
sétt att gora detta pa , sérskilt om man vill titta pa tidsutvecklingen av tre-dimensionella f&lt, och
speciella programpaket och, i vissa fall, datorer har utvecklats for detta dndamal. Vi skall dock
begrinsa oss till enklare filt i tva dimensioner, for vilka vi kan anvinda ett enkelt matematikpro-
gram sasom Matlab.

Vi kan sérskilja tva huvudtyper av filt inom den hér kursen, skaldra félt och vektorfalt. Ett
enkelt exempel pa ett skalart falt ar trycket i en gas. Skaldra falt illustrerar man ofta genom att rita
nivakurvor, det vill sdga kurvor langs med vilka féltet antar ett konstant varde. Pa véiderkartor
ritar man till exempel ut isobarer for att visa hur trycket varierar. En annan mojlighet ar att ge
varje punkt en farg, som anger ungefar hur starkt faltet &r i just den punkten. Ibland kan man
véilja att illustrera ett filt med en fargskala och ett annat filt med nivakurvor.

Vektorfalt &r nagot krangligare att illustrera eftersom de skall ha bade en storlek och en riktning.
Det enklaste séttet att gora detta pa med en modern dator ar att rita ut pilar. Langa pilar dar faltet
ar starkt och korta pilar dar det &r svagt. Ett annat sétt &r att konstruera féltlinjer. Tangenten
till en faltlinje ger da féltets riktning i en punkt, och tétheten av filtlinjerna ger féltets styrka.

Matematiskt sett sa ar det lite mer komplicerat att konstruera en faltlinje &n en nivakurva.
Lat oss starta med ett vektorfélt () som beskriver ett stationdrt hastighetsfilt i en fluid. Om vi
nu slédpper en testpartikel i fluiden, s kommer den att folja med i fluidens rorelser, det vill sdga
den kommer att ha hastigheten 4. Testpartikeln beskriver da en bana som ges av
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Denna bana &r en féltlinje for fluidens hastighetsfalt. Vi kan berékna fler faltlinjer genom att lata
var testpartikel starta vid andra punkter i fluiden.

Pa samma séitt kan vi latsas att ett godtyckligt vektorfalt F ir ett hastighetsfalt, och darigenom
berdkna faltlinjer till faltet. Tiden ¢ i ekvationen ovan motsvaras av en allmin parameter 7, vars
syfte ar att numrera de olika punkterna liangs en féltlinje. Vi skriver da ekvationen for en faltlinje
som
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déar C ar en konstant som kan viljas fritt.

Anmirkning: Det &r viktigt att komma ihag att for tidsberoende falt sa beriknar man
féltlinjerna vid en konstant tid ¢. Parametern 7 kan dérfor inte tolkas som var vanliga tid. Det
géller ocksa att i ett tidsberoende flode sammanfaller banan for en testpartikel inte med faltlinjerna
for hastighetsfaltet.

En speciell typ av skalart falt &r en potential. Potentialen kan visualiseras genom att plotta
nivakurvor, vilka vi i detta fall kallar ekvipotentialkurvor (eller ekvipotentialytor om vi arbetar i
tre dimensioner). Ur en potential ¢ kan vi berékna en féltstyrka F = —Vo. Till F kan vi sedan
konstruera faltlinjer. En figur dar vi plottar bade ekvipotentialytorna till ¢ och faltlinjerna till F
kallar vi en faltbild.

2 Uppgifter

2.1 Visualisering av ett skalart falt

Ett dubbelstjarna bestar av tva stjarnor som roterar kring ett gemensamt masscentrum. Om vi ap-
proximerar stjirnorna med tva punktmassor, och antar att bada massorna ror sig i cirkuléra banor,
sa kan den effektiva potentialen, det vill siga den kombinerade effekten av gravitationskraften och
centrifugalkraften, i ett system i vilket stjarnorna ligger i vila, skrivas
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dér G &r Newtons gravitationskonstant, my och mq &r massorna for de bada stjarnorna, som ligger
i punkterna 77 och 75 relativt masscentrum, och 7 ar ortsvektorn utgdende fran masscentrum.
Stjdarnorna roterar runt sitt gemensamma masscentrum med en vinkelhastighet
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om de ror sig i zy-planet.

Uppgift a: 1 jamvikt maste stjdrnornas ytor sammanfalla med ekvipotentialytor. Vi kan
alltsa bestdmma de mojliga formerna pa stjarnorna genom att plotta potentialens nivakurvor i
zy-planet. Vi antar att stjarnorna har massorna 1 solmassa och 0.4 solmassor, samt att deras
inbordes avstand ar 700 000 km. Beskriv hur stjirnorna kan se ut. Ténk pa att de bada stjarnorna
inte alltid maste fylla samma ekvipotentialyta. (Ignorera det faktum att potentialen (3) inte &r
potentialen fran dessa stjarnors utbredda massférdelning, utan fran en punktmasseapproximation
av den.)

Goda rad: Borja med att rdkna ut var stjirnorna kommer att ligga om deras masscentrum
skall ligga i koordinatsystemets origo. Era uttryck blir enklast om ni placerar stjarnorna langs en
koordinataxel. Skapa sedan en tva-dimensionell grid av koordinatpunkter. Ett enkelt sétt ar att
forst skapa tva en-dimensionella vektor z och y med a- och y-koordinaterna fér punkterna, och
sedan skapa en tva-dimensionell grid (X,Y) med hjilp av kommandot

[X,Y] = meshgrid(x,y);

Tank pa att potentialen &r singulér i de punkter dér stjarnorna ligger. Undvik darfor att lagga
gridpunkterna alltfor néra stjarnorna. Prova er fram! Berdkna sedan potentialen och plotta dess
nivakurvor med kommandot contour. Anvand samma skala i horisontalled och vertikalled, annars
blir bilden deformerad. (I matlab finns visst nagot som heter data aspect ratio.) Ni kan ocksa plotta
¢ som en yta i ett x,y, ¢p-diagram med mesh.

Uppgift b: For att se hur en testpartikel skulle rora sig relativt stjarnorna kan vi berdkna
faltstyrkan F' = —V ¢, och plotta den 6ver ekvipotentialytorna.

Goda rad: Gradienten berdknas med kommandot gradient och vektorerna kan ritas ut med
kommandot gquiver, till exempel

[FX,FY] = gradient(-phi);
quiver (X,Y,FX,FY);

2.2 Visualisering av ett vektorfalt

Hastighetsféltet for en fluid i ett plan ar
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Detta betyder att fluiden roterar med vinkelhastigheten —djy = —%2 kring origo, och dessutom
0

innehaller tva virvlar med styrka J som ligger stilla i punkterna (—zg,0) och (zg,0). (Ett sadant
hastighetsfalt ar faktiskt konsistent med Navier-Stokes ekvationer. Alternativt kan man liggga en
extra vinkelhastighet &y till alltsammmans, da har man tva virvlar som dansar runt varandra med
vinkelhastighet —dy, 1 en i 6vrigt stillastaende fluid.)

Uppgift a: Plotta nagra representativa faltlinjer for ett lampligt val av J och x.



Ett annat mojligt hastighetsfalt for fluiden ar
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Jamfort med forsta stromningsbilden har alltsa rotationen &y ersatts av en konstant hastighet
—ty = —ﬁg}, och den ena vivelns rotationsriktning har bytts. (Detta hastighetsfilt dr ocksa
konsistent med Navier-Stokes ekvationer. Alternativt kan man lagga en konstant hastighet ) till
alltsammans, och da har man tva virvlar som roterar at motsatta hall, och som paverkar varandra
sa att de forflyttar sig med hastighet 4y genom fluiden, trots att fluiden langt fran virvlarna ar
stilla.)

Uppgift b: Plotta nagra representativa faltlinjer for ett lampligt val av J och xg.

Goda rad: Skriv upp differentialekvationerna for en féltlinje, och ldgg dem i en .m-fil, som en
funktion. Denna funktion kan du sedan anvénda som input till en rutin for att 16sa differentialek-
vationer i Matlab. Eftersom ekvationerna ofta blir styva, sa ar det bést att anvdnda en rutin for
styva ekvationer, som odel5s:

[t,x] = odel5s(’vortex’,[0 500],[.1; -.05]);
dar vortex ar definierad i en separat fil, tex for uppgift a:

function deriv = vortex(t,x)

J = 10;
x0 = b;

deriv = [J*x(2)*(1/(2*x0°2)-1/((x(1)-x0) "2+x(2)"2) - 1/((x(1)+x0) " 2+x(2)"2));
=Jx(x(1)/(2%x072) - (x(1)-x0) / ((x(1)-x0) "2+x(2) "2) - (x (1) +x0) / ((x (1) +x0) "2+x(2) "2))1;

Det gar inte att i forvag siga vilket intervall ni behover anvanda for ¢, sa ni far prova er fram.

3 Om rapporten
1. Rapporten skall skrivas i TeX/LaTeX. Arbetar man i par ldmnas en gemensam rapport in.
2. Rapporten skall inte omfatta mer &n fyra sidor inklusive era figurer.

3. Beskriv i rapporten hur ni gar tillvaga och vilka ekvationer ni anvénder, men ni behover inte
redovisa era Matlab-program.

4. Tank pa att ge sa mycket detaljer sa att nagon annan kan upprepa era berdkningar. Glom
inte enheter.

5. Redovisa era resultat i grafisk form nar det ar lampligt.

6. Diskutera och tolka era resultat.



