FFM232 Vektorfalt och klassisk fysik

Datoruppgift 2. Varmeledning

Ulf Torkelsson

Astrofysik
Chalmers & Goteborgs universitet

(Notationsanpassad och mycket 14tt modifierad 2010)




1 Inledning

I den héar laborationen skall vi studera varmeledningen genom en husvégg. Den fysikaliska processen

beskrivs av varmeledningsekvationen
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dar T beskriver temperaturen som en funktion ldget och tiden, och k = A\/(¢p), dar A &r virme-
ledningsférmagan, ¢ varmekapacitiviten och p materialets densitet. For att ge en entydig l6sning
maste viarmeledningsekvationen kompletteras med begynnelse- och rand-villkor fér temperaturen,
det vill séga vi maste beskriva temperaturférdelningen i vaggen vid starttidpunkten, och ge villkor
for temperaturen eller temperaturgradienten pa viggens inner- och yttersidor vid varje tidpunkt.

2 Numerisk behandling av varmeledningsekvationen

Det finns analytiska tekniker for att 16sa den tidsberoende véarmeledningsekvationen, men dessa
kréaver metoder som ingar i Fourier-analyskursen, och faller ddrmed utanfor ramen fér var kurs.
Déremot kan vi konstruera en enkel numerisk metod for att 16sa varmeledningsekvationen. Lat
oss till att borja med anta att vaggen har en oédndlig utstrackning, men endast en andlig tjocklek
d, sa att vi bara behover studera temperaturvariationer genom véggen. Véarmeledningsekvationen
reduceras da till den endimensionella ekvationen
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dar x ar avstandet fran vaggens innersida. Vi delar nu in viggen i m punkter, sa att den forsta

och sista punkten ligger pa viggens inner- respektive yttersida, och 6vriga punkter ligger pa ett
avstand dz = d/(m — 1) fran varandra. V2T i punkten x; kan d& skrivas
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P& samma sdtt kan vi approximera tidsderivatan i punkten ¢ med
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Detta ger oss differensekvationen
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Vi kan nu 16sa ut T;(t + dt):

Ti1 () —2T5 () + Ti—1 (1)

Ty (t + 6t) = T, (t) + otk - . (6)

Detta ger oss en enkel metod for att 16sa varmeledningsekvationen.
Vad som nu aterstar att gora ar att bestdmma storleken pa tidssteget dt. Om 4t blir for stor
blir ndmligen var algoritm instabil. For stabilitet kravs ett tidssteg
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déar K skall vara av storleksordningen 0.5. Det syns tydligt om algoritmen blir instabil, eftersom i
sa fall kommer temperaturen snabbt att bli orimligt hog i nagon punkt. Vart uttryck for ot visar
ocksa pa begransningen med var metod. Tidssteget kommer att bli véldigt kort om vi behover
ett kort avstand mellan vara punkter. Déarfor anvinds mer sofistikerade metoder i professionella
berakningar.



3 Uppgifter

Uppgift 1: Skriv ett Matlab-program for att studera hur temperaturférdelningen genom en be-
tongvagg utvecklas med tiden. Vi antar att betongvaggen ar 30 cm tjock, och att vid starttidpunk-
ten (¢ = 0) haller hela véggen temperaturen 0°C, utom viggens innersida som haller temperaturen
22°C. Viggens inner- och yttersidor antar vi haller konstant temperatur. Erforderliga materialkon-
stanter kan hittas i t.ex. Physics Handbook. Ange i rapporten vilka numeriska varden ni anvéander.
Téank ocksa pa att ge en explicit skala pa tidsaxeln sa man kan se hur snabbt tidsforloppet ér.
Bestdm dessutom analytiskt den stationdra temperaturférdelningen i vaggen.

Goda rad: Borja med att bestimma hur manga punkter du skall anvénda, 20 till 30 stycken
torde racka. Den forsta punkten kommer da att ligga pa véiggens innersida och den sista punkten
pa vaggens yttersida. Skapa sedan tva vektorer T7 och T2, som bada har lika manga element
som antalet punkter i viggen. T7 skall fa lagra temperaturen vid den gamla tidpunkten, medan
T2 kommer att innehalla temperaturen vid den nya tidpunkten, vilken berdknas ur Ekv. (6).
Alltsa maste du sétta T7 till vaggens temperaturfordelning vid ¢ = 0. Detta ar enkelt att gora
om du anvénder funktionen zeros(m), som ger dig en flyttalsvektor med m element, som alla &r
0, och sedan kan du bara &dndra pa temperaturen i den forsta punkten. Berékna sedan Gvriga
konstanter som du behover. Konstruera sedan en loop for att berdkna T2 ur T1 enligt Ekv.
(6), men ta inte med de forsta och sista punkterna i T2, ty dessa representerar randvillkoren.
Upprepa sedan berdkningen av T2 sa manga ganger som behdvs for att du skall kunna folja
temperaturutvecklingen. Tank pa att i slutet av varje steg, nar hela T2 ar berdknad maste du
tilldela T'1 det varde som T2 har.

Vi har nu 16st varmeledningsekvationen med randvillkoret att temperaturen ar konstant pa vag-
gens inner- och yttersidor. Detta ar ett exempel pa ett Dirichlet-villkor. I ett vdrmeledningsproblem
betyder detta att vaggen hela tiden tar emot eller avger precis sa mycket varme som kravs for att
den skall behalla samma temperatur. En annan maojlighet ar att viggens inner- och yttersidor ar
isolerade pa ett sadant sétt att de inte kan ta emot eller avge nagon vérme till omgivningen. Det
betyder att virmestrommen, —AVT ar 0 pa viggens sidor, alltsa maste VT forsvinna déar. Sadana
randvillkor kallar vi for Neumann-villkor.

Uppgift 2: Antag att vi vid ¢ = 0 har foljande temperaturfordelning i viggen

o x(d—x)
T () =To—5— (8)

dir 0 < z < d, och att Ty = 100°C. Vidare antar vi att ingen virme passerar genom vaggens
begransningsytor. Folj temperaturprofilens utveckling med tiden. Bestdm dessutom analytiskt
den stationdra temperaturférdelningen i vaggen.

Goda rad: Man kan approximativt uppfylla randvillkoret att 9,7 = 0 pa rdnderna genom
att satta T1(1) = T1(2) och T1(m) = T1(m-1). Strangt taget sa betyder det att derivatan blir
0 nagonstans mellan de bada forsta respektive de bada sista punkterna, men detta racker for vara
syften. Som 6verkurs gar det att generalisera den hir metoden sa att derivatan blir 0 precis
pa randen.

Uppgift 3: Man kan ocksa blanda de bada formerna av randvillkor. Antag att var vagg
pa insidan haller temperaturen 22°C, medan yttersidan ar isolerad, sa att ingen virme passerar
igenom den. Fo6lj utvecklingen av temperaturfordelningen i véggen om det inre av viggen fran
borjan haller 0°C. Bestdm dessutom analytiskt den stationéra temperaturfordelningen i viggen.

Uppgift 4: Modifiera nu viarmeledningsekvationen, och algoritmen i Ekv. (6), sa att ni kan
ta med att det finns en varmekalltdthet s i viggen. Los den nya ekvationen for fallet att ni har



en konstant virmekilltithet pA 1kW m™3. Antag att hela viiggen fran borjan har temperaturen
0°C, att vaggens bada sidor haller denna temperatur hela tiden. Bestdm dessutom analytiskt den
stationdra temperaturfordelningen i vaggen.

Goda rad: Tank pa enheten for s, och jamfor med hur vi gor i foreldsningsanteckningarna.

4 Om rapporten

1. Rapporten skall skrivas i TeX/LaTeX. Arbetar man i par lamnas en gemensam rapport in.
2. Rapporten skall inte omfatta mer &n fyra sidor inklusive era figurer.

3. Beskriv kortfattat i rapporten hur ni gar tillviga och vilka ekvationer ni anvinder. Redovisa
inte era Matlab-program.

4. Tank pa att ge sa mycket detaljer att nagon annan kan upprepa era berékningar. Och glom
inte enheter, tex val av tidsenhet i graferna.

5. Redovisa era resultat i grafisk form nér det ar lampligt.

6. Diskutera och tolka era resultat.



