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”Fasövergångar hos kondenserad materia 
åtföljs av förändrad(e) symmetri(er).  
Materiens faser kan klassificeras efter  
vilka symmetrier som förekommer.”   

David J. Thouless F. Duncan M. Haldane

”Materien uppvisar också faser  
utan symmetribrott men med  
olika topologiska invarianter.”

J. Michael KosterlitzDavid J. Thouless

”Fasövergångar kan drivas av 
’topologiska defekter’ utan att 
symmetrier ändras ” 
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Topologi: en 3 min snabbkurs

Topologiska invarianter är heltal som  
karakteriserar globala egenskaper 
hos former 

”Form” kan generaliseras till mer komplexa begrepp,  
t.ex. (i fysiken): ”mångfald av kvantmekaniska tillstånd”
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Lord Kelvin, 1867: 
Atomer = ”virvelknutar i etern”

Peter Tait, 1880: 
Klassificering av möjliga knutar; 

tidig inspiration för kombinatorisk topologi
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Magnetiska monopoler, Dirac 1931 
Kvantiserade virvlar i supraflytande helium, Onsager 1949 
Topologiska faser i kvantmekaniken, Aharonov & Bohm 1959 
Gravitationell kollaps och rum-tid singulariteter, Penrose 1965 
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Topologiska materiefaser:TKNN invarianten

David J. Thouless

D. J. Thouless, M. Kohmoto, MP Nightingale, and M den Nijs. 
Quantized Hall conductance in a two-dimensional periodic potential. 
Physical Review Letters, 49(6):405, 1982.

Mahito Kohmoto M. Peter Nightingale Marcel den Nijs



Topologiska materiefaser:TKNN invarianten

Bakgrund: Hall effekten (1878)
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Bakgrund: kvant Hall effekten (1980)

Klaus von Klitzing 
Nobelpris 1985

T < 4K (experiment)
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kvant Hall effekten (1980)

Experiment ger att värdet på Hall-resistiviteten ges av
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heltal

oberoende av hur smutsigt materialet är, formen på provet, 
antal elektroner, etc…
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Kvant Hall effekten har en topologisk förklaring! 

”Uppvärmning”:… Gauss-Bonnet-teoremet 
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Carl Friedrich Gauss 
1777-1855

Pierre Ossian Bonnet 
1819-1892
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Generaliserade Gauss-Bonnet teoremet 
”Chern teoremet”

Chern tal
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exempel: ”Berry krökning”
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mäter hur kvantmekaniska tillstånd
förändras när man går runt i M
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David J. Thouless Mahito Kohmoto Peter Nightingale Marcel den Nijs

Recept: beräkna         på ett gitter (periodisk potential), 
använd Kubos formel på en torus (magnetisk Brillouinzon), 
antag fyllda energiband med gap
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Recept: beräkna         på ett gitter (periodisk potential), 
använd Kubos formel på en torus (magnetisk Brillouinzon), 
antag fyllda energiband med gap
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Detta är en  
tillämpning av 
Chernteoremet! 
(Simon, 1983) 



David J. Thouless Mahito Kohmoto Peter Nightingale Marcel den Nijs

Kvant-Hall system uppvisar topologiska materiefaser. 
Olika Cherntal (”TKNN invarianter”) svarar mot olika faser.  
Inget symmetribrott.

Topologiska materiefaser:TKNN invarianten



23 år senare… nästa genombrott: 
”Fler topologiska materifaser!”

Charlie Kane Gene Mele

Ny topologisk invariant för  
2D system utan magnetfält!

C. Kane and E.J. Mele,
Phys. Rev. Lett. 95, 146802 (2005)

Förutsägelse: ny topologisk 
materiefas i HgTe material!

B. A. Bernevig, T. L. Hughes, and
S.-C. Zhang,  Science 314, 1757 (2006)

Soucheng Zhang

Laurens Molenkamp

Observererat i HgTe kvantbrunnar! 

M. König et al., Science 318, 766 (2007)



Epilog
De teoretiska upptäckter som belönades med Nobelpriset i fysik 2016 har  
banat vägen för ny fysik: studiet av topologiska materiefaser och fasövergångar.  
Idag ett stort och aktivt forskningsområde: Topologiska isolatorer, topologiska  
supraledare, topologiska metaller och halvmetaller, spinnvätskor,… 

Centralt för teoribildning inom grundläggande fysik (kvantsammanflätning,  
topologiska faser ur jämvikt, effekter från oordning och växelverkan,…), 
med spännande potential för framtida teknologier (effektiva kvantminnen,  
högprecisionskretsar immuna mot defekter, topologisk spinntronik,…)


