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Nytt ämne: Integralekvationer
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Först litet bakgrund… 
Fysikens grundläggande ekvationer är differentialekvationer

Klassisk fysik 
Partikelmekanik: Hamiltons ekvationer 
Elektrodynamik:  Maxwells ekvationer 
Hydrodynamik:    Navier-Stokes ekvation 
(Allmän) relativitetsteori: Einsteins fältekvationer

Kvantfysik 
Kvantmekanik (icke-relativistisk): Schrödingerekvationen 
Kvantfältteori (relativistisk): Diracekvationen (med gaugefält),…

… och många, många fler i studiet av olika modellsystem (”effektiva teorier”) 



Differentialekvationer kan skrivas om som integralekvationer
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icke-linjär Volterra ekvation av andra typen

Inbyggda randvillkor:
fixeras genom val av C1 och C2

Den okända funktionen y förekommer
både innanför och utanför integraltecknet.
Allmänt: en integralekvation definieras av 
att den okända funktionen förekommer
innanför integraltecknet. 



Fyra klasser av linjära integralekvationer
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Fyra klasser av linjära integralekvationer
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Ivar Fredholm
1866-1927

Fredholm av andra typen

Fredholms integralekvation av första typen

Jfr. linjär responsteori



Särskilt viktig integralekvation: Fredholm av andra typen
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Fredholm av andra typen med separabel kärna
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Fredholm av andra typen med separabel kärna



Finns det alltid en lösning? 
Svar: ”Fredholmalternativet”

föreläsning 18/11 (II)

Fredholm av andra typen med separabel kärna



Finns det alltid en lösning? 
Svar: ”Fredholmalternativet”
För varje         : Antingen så har den inhomogena  
ekvationen            en unik lösning för varje val av 
eller så har den homogena ekvationen           åtminstone 
en icke-trivial lösning.       

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

föreläsning 18/11 (II)

Fredholm av andra typen med separabel kärna



Finns det alltid en lösning? 
Svar: ”Fredholmalternativet”
För varje         : Antingen så har den inhomogena  
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Finns det alltid en lösning? 
Svar: ”Fredholmalternativet”
För varje         : Antingen så har den inhomogena  
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Generalisering?  
Varje ”tillräckligt snäll” integralkärna kan skrivas som 

Teori för Hilbertrum

Hilbertrum
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Generalisering?  
Varje ”tillräckligt snäll” integralkärna kan skrivas som 

Teori för Hilbertrum
fullständigt vektorrum H med inre produkt norm

Hilbertrum
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Tillbaks till Fredholm av andra typen… 
Antag att K(x,t ) ej är separabel. Vad göra? 
Vanligt alternativ: Neumannserie (störningsräkning) 
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Neumannserie (störningsräkning)

föreläsning 18/11 (III)
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Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)



Neumannserie (störningsräkning)

0
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Neumannserie (störningsräkning)

0

om serien konvergerar 

tillrä
ckligt villkor:

1

↵
1

�1
1

�R
� i✏

�R
+ i✏

�i
i

R !1

hal
vci

rke
l m

ed
rad

ie =
✏

C
gre

npu
nkt

er
i z

= �1,
z =

1
pol

er
i z

= ±i

Jor
dan

kur
va

me
d rad

ie =
R

Re
[F (

x)]
=
1
⇡
P

Z 1

�1

Im
[F (

⇠)]

⇠ �
x
d⇠

Im
[F (

x)]
= �

1
⇡
P

Z 1

�1

Re
[F (

⇠)]

⇠ �
x
d⇠

6=
r

CR

+

Z

CR

.....

! 0 n
är

R !1
{

G
(R

)
G
(A

)

� 6= 0
(f

6= 0)
(f

= 0)
K(x,

t) =

lim

n!1

nX

j=
1

Mj(x
)Nj(t

)

|�||K
|max

|b�
a| <

1

|�|||
K|| <

1

||A|
| =

inf
{c �

0 :
||Av

|| 
c|v|

, 8v
2 V}

*

*

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| = inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}definition av operatornorm:
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Lösning med Neumannserie
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Viktigt fysikexempel:  
Bornapproximationen för stationär spridningsteori
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Viktigt fysikexempel:  
Bornapproximationen för stationär spridningsteori
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Bornapproximationen: 

Neumannserien trunkerad efter f
örsta approximationen
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Det finns en omfattande teori för integralekvationer, 
t.ex. Schmidt-Hilbert teori för symmetriska kärnor (K(x,t) = K(t,x)), 
se Arfken et al., avsnitt 21.4 (överkurs).
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