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Det ”arketypiska” problemet i variationskalkyl:

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix
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Joseph-Louis Lagrange 
1736-1813
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1707-1783

Joseph-Louis Lagrange 
1736-1813

F ! L

⇠
mycket användbart s

pecialfall

( )
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för att knyta an till variationskalkyl 

vill vi beskriva ytan som en integral
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Vi kan använda den förenklade Eulerekvationen ty inget explicit x-beorende i integranden 
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⇠
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1

2

3

4

5

6

7

8

Bestäm c och c’ från randvillkoren

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
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Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)
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n ! 1
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(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2
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Euler ger bara ett nödvändigt villkor för en lösning… vår fysikaliska intuition säger att 
det måste finnas en lösning där energin (dvs. arean) är minimal  
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Men vi har ett annat problem: lösningen gäller inte säkert för alla val av parametrar, t.ex. 
      = avståndet mellan det två ringarna
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från rad 3 på föregående sida

2

Analys!
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Tolkning: vi kan inte dra isär ringarna godtyckligt mycket för då brister såpbubblan! 

Kritiskt värde                  då såpbubblan brister?  (”Goldschmidtpunkten”)

1
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⇡
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d⇠

Im[F (x)] = � 1
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d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....
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n ! 1

nX
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⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c
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Generalisering I av Euler: 
Flera beroende variabler
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Generalisering II av Euler: 
Flera oberoende variabler

AWH
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