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Brachistochrone-problemet

Let us take 4 as the origin in our coordinate system, assume that the particle of
mass m has zero initial velocity, and assume that there is no friction. Let us also
take the y-axis to be directed vertically downward. The speed along the curve

AMB is v =ds/dt and thus, the total time of descent is
dS B V 1+ ylz
= f — = J: ~——dx.
4y =0y

Now we know by conservation of energy that the change in kinetic energy must
equal the change in potential energy. Therefore, we can write

-l—mv2 =m
p) &>

so that the functional to be minimized becomes

1 o 14"
1=—[" 7=
VJ2¢g Y
Now we can use the Euler-Lagrange equation to obtain (neglecting the constant

factor of l/ @ )

dx.

12 1 r2 1
b Y =€ o P
Jr(+y"?) y yd+y™)
Setting 1/C? = 2a, we obtain
yr — 2a—y

and integration yields

= I 2ay—y

After making the change of variables y = a(l—cos #), the integral becomes
. 510 .
X=X, = 2ajsm S d0= a(6—sin 6).

Therefore, the solution to the brachistochrone problem, in parametric form, is

x=a(@-sinb)+x, , y=a(l—cos8).

These are the equations of a cycloid generated by the motion of a fixed point on
the circumference of a circle of radius a which rolls on the positive side of the
line y = 0, that is, on the underside of the x-axis. There exists one and only one
cycloid through the origin and the point (xs, y5); a suitable choice of a and xy will
give this cycloid [5].



forelasning 25/11 (1)

repelieorn
%
L (o) = J F[\/(%lm,\/ (x,o(\lx] dx
X
ST o AN
1|1 =0O gy ¥ 'by Y d';( ?y T EULE\/&S ckvATION

1

-

= (- roF ) _
A x (\"7 3;") = 0O

inget explicit x-beroende



forelasning 25/11 (1)

Flera beroende variabler

Vi
/ !

L=

Y
(=4

S
X oy’

A & J \— [\/“\/Z'.../\/ﬂ/’y“\/z,.., N

g\ F e
A ~— a4 e
1% K 4 . x—be(oeﬂd
e%p\‘\o\
nQ°
/ e X ] 4l><
o



forelasning 25/11 (1)

= (&
(]
peroe®
\'\G\"X’
‘ ee%@
T e / ! / \(\g
| = \ N N . \ e X A
oeend |/\/l;"'//y,/y\:\/z/"'//\q / P
X
2T =0
OF & oF o
Dy ax oy PR N L

Flera oberoende variabler

‘ v W=y ' -&(d;ﬁa»e wo+atiaw
__L.-.:Jb[u;ux,uy‘uz;x'y‘z]dxc‘;.d?_
A\ i
\(4 -‘;_\A
X~ 2%
ll J’:O
\~
OF LS F _ 208 _ 4V _ o



Exempel pa ett fysikproblem med flera oberoende variabler:
Minimera den elektrostatiska energin



Exempel pa ett fysikproblem med flera oberoende variabler:
Minimera den elektrostatiska energin

. gsfritt O
energitathet addningst
\ ~2 ‘ -
E - a&E = 2 TV

O



Exempel pa ett fysikproblem med flera oberoende variabler:
Minimera den elektrostatiska energin

. : \tt O
energitathet addningst"
>,

- il .
E z2&8 = 3 TV

O

= =)
energiE= 1 = j =, (v ) A
V4

7N 2
i :Lz)’[j (O ) acay ax

[l

233 (cp ecp «ct )cl,ﬁdﬁc(?

e ————T————
e

P

V—



Exempel pa ett fysikproblem med flera oberoende variabler:
Minimera den elektrostatiska energin

: it om
energitathet addningst™

Z
- 1 |
£,z &8 = 3 TV

— o
energiE= 1 = j =, (v ) A

9/’
(17 om
- %'Z ‘f{' (\7@) dxdg dX
Iy
£ b (3
- 18 ([ (@ vay 1de Jdednd
=
. P Lor_adf 428y
tu/w\i 2 rop  du b, 4T 0%
&(r =7 \ f;l -
> - 5000 -5024) - &ld) = O
- 5\725? = i) Euler —> Laplace-ekvationen!!!

ade ¥



forelasning 25/11 (1)

Exempel pa ett fysikproblem med flera oberoende variabler:
Minimera den elektrostatiska energin

_ 2de 9/

energitathet jaddringsi™ o
— \ :BZ s : =
EOZIS\: 2 C(”\]Cb\

— o
energiE= 1 - j = ) A

%
2

Ingen tillfallighet! Flera av
cup = — | . fysikens nyckelekvationer
— — | — \ - —. 5 = 7 \} y y
- T ¢ ‘\ZCD ) ~dq \2 ‘f/‘z ) i ( Zé?’ \ ~— kan aterforas pa Euler!

\/ @P = O Euler —> Laplace-ekvationen!!!



forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klage av variationgkalkylproblem som &r earskilt viktiga i fygiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)



forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klage av variationgkalkylproblem som &r earskilt viktiga i fygiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

gy ol — 7 N\
~ a P e ’ Qi
_— S L\ T dv M



forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klage av variationgkalkylproblem som &r earskilt viktiga i fygiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

L&t oss ta avstamp i problemet att hitta
extremvarden for en vanlig funktion f, givet ett tvang

Villkor (3 variabler x, y, 2):

~ [ | o of :
(./‘é - C:‘;‘ﬂf.'f - [V"f:g f“i ?‘ = {:\) < | )

A\C = o SFE D9 Y S

\| x,y,z oberoende

, D \
g} o - of . (7,\

v/

—-—

~ oV >t



forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klage av variationgkalkylproblem som &r earskilt viktiga i fygiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

£ Y = S
_ R ———  — L\ =S
‘:D\“A o

L&t oss ta avstamp i problemet att hitta
extremvarden for en vanlig funktion f, givet ett tvang

Villkor (3 variabler x, y, 2):

¢ 2oL DL
i« o Yy« Tar = O Cry

A( = ré% K £ {}-\«? /, t;h,'%

\| x,y,z oberoende

. b \
gf of A O (7,\

—-—

~ oM 2>t

Tvang: L('(vcmi‘e) = C (3



forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klage av variationgkalkylproblem som &r earskilt viktiga i fygiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

- ,A 1 ’,,"'/
_ — — R ]

L&t oss ta avstamp i problemet att hitta
extremvarden for en vanlig funktion f, givet ett tvang

Villkor (3 variabler x, y, 2):

\4 "‘«@ ¢ » =
A\C = de « >q Y Ty = O (1)
xy, /¥’Eeroende |
& '@_@ - D o ?
a\£ 5\1 bt -~ (:) C/Z/S L
J WIS TN

Tvang: L((vbmt%) = C (3

—




forelasning 25/11 (I1)

Det finng en gpeciell klags av variationgkalkylproblem gom ar eargkilt viktiga i fyaiken:
VARIATIONSKALKYL MED TVANG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

E J S
A T 7 2~
7 Ve ’ 0\' - / ’/‘J"// -
C | < e
COrda

L&t oss ta avstamp i problemet att hitta
extremvarden for en vanlig funktion f, givet ett tvang

Villkor (3 variabler x, y, 2):

ot J& DL
A‘C - ’E:é""’ 1o dfﬁ“’%"igc‘? =z O ((5

x,, @*’Eeroende

|

L g ?
26 - of | 0
5\4 = & <  — = 5 ( L S . U UpRA S\ S
r Y = R e -
— ° KV . pAICES.
——\J M‘ST }/}: h),-\: E‘~\~ p _ \\/LU C
- R WS =
J WIS TINT L\ o /\/ A N e
C D\J S & 4 VAN
o) , ) _ e \3
T\/ang' \g (/)LL hl L %) = C ( 3 J (G ‘A ‘r\‘c \
— . \ . X Wﬁw A
: X



forelasning 25/11 (Il)

AL = ’Mé"“'éw v BC = O Coy

WINSTINT

4
franp) = c (2) ——
; / n‘k‘o‘vnw\ k%f‘\\—w

() Tl W \'\ - QO
. U‘ \1______ A' _ (*t%‘z/LhH‘, ) .

w{é&(m ’tUﬁ\\ "’“O Ay \ ‘)

(\un‘hb’u’\ ‘

*\rv ﬁ.‘ ‘t \w
pa

HMV\ %%V‘ U: W



forelasning 25/11 (I1)

>f e PR S S
AL = e oq Y Ty dr ¢ O
J WINSTINT
ke'c"’t“t[&) s G (3)

Ett smartare satt:
Introducera en "Lagrangemultiplikator” A\

(1)



forelasning 25/11 (I1)

"‘\‘C C\{i

A\C = 'B% é""’ ov / \“gc&? - O (1)

Let"“t“l"&) = C (3)

Ett smartare satt:
Introducera en "Lagrangemultiplikator” A\

Bilda foret differentialen dep -

2 D DY =
d% - 3 é,,g < 3‘7 A$ € _a“g é?‘ (D CL(J
(1) & (4)



forelasning 25/11 (1)

RN 5 |
AL ~'51~é"*'9~7é7 C = O 1)
J WINSTINT
finq) = ¢ (3
d%:’axé”‘*awéﬁ €3y S¢ O (k)
é@ 1 ?_x =
AL+ A = (9% *A5% ) ae+ x},\¢7

¢ | _
~+ (é‘z‘f‘t >\§t )A?: — O (Y )

i _ D
\/AC\\ @__s_) AV vy ot 2 Som AAOTIAC XV U UNNWA WA,

o3, 2 oln) L XY ORCRIENDSE | T A Sk ATT
(;5 /\?fe - O (¢

() & (&) I q?;*t?—j i Sf .(?7 -0 (7)
ST W IVLI “ur, N

4 s ve Ry, (€Y



forelasning 25/11 (Il)

RN 5@

A\C ~'by~é"*>wé/ I & Ciy
J WINSTINT
%m@-); < (2
v D P\
d%fax‘g”‘*aw‘% «3r °¢ O (&)
of (BC( ?a A
A€+)\6Q€ (Dx ki »a,()éx-r >\3~,\<1«7

¢ | _
o (}‘—z,f-c >\§Z‘ )A?: = O CS )

% _ D
VAU @ AV vy e 2 Com AMOEAS KV X AWDWA TVA

oo 22y L XY 03CKkENDS | vy A\ Sk AT
p)a Dce B
<y TNy - O (¢
e YO T S (
(8) & (&) D =% *Proy T3y Poy T o 7]
. oXb
L‘ TUkegnguad” ¥ \ e\\og
{ 5 LY '-E, ’ 0‘0\9‘(\

4 Swaswew T3y, (G, (F) f



forelasning 25/11 (I1)

Lat oge nu lyfta uer det har pa funktionalen gom definierar ett variationgkalkylproblem!
for en formell harledning, se AWH, sid 1111f

r
1= J TC\/\”Z‘M‘l L ¢ L)
T\/;NC\ DEIVES

;[ A \
YAy = @ )

L ARG ey (ST TOR VANLIGA  FUNKTIONGR SILAA

K= T4\ = J( +Aq)3>< o)

(\'\(\‘5%(\& 9
s
o = |
g\%\i\fg YL+Nd)] = O
\
\/\ Euler
(?_:3 < 95 = 13 < || )
oM ax oy
\ost*

TV/: 03V NN T A : \/ , /\ ¢
VA SWATION CR. (%)I (tl) \



forelasning 25/11 (111)

Fysiktillampning: Antag att vi vill minimera energin |
ett kvantsystem som bestams av en Hamiltonian H



forelasning 25/11 (111)

Fysiktillampning: Antag att vi vill minimera energin |
ett kvantsystem som bestams av en Hamiltonian H

—

—

L
= =2 & ’\VlHl"P> ow V> wonueved ¢cluvelctar het T
b
n , / ‘
= \'Xéxc\x N [x ><x |H I >ex | AV >
2 NFx) HIex') V') Y
T lokal OpVeTOV = T, d§L+\/(x§
L

:&éx /\k’*t(m{‘*u;/\v(x) (1)

A



forelasning 25/11 (111)

Fysiktillampning: Antag att vi vill minimera energin |
ett kvantsystem som bestams av en Hamiltonian H

—

—

L
= = < N\/l\’\l/\‘r}> ow V> wovw eved Csbivelctdn oo 1
\&\?:” 1 2
o@?féé"& 2 = \\(gxdx YAy | x> <x |H l><'><)< 1A D>
o — - - _—— e~
2 NFx) HIex') V') N
T lokal opevetoV = VZ% défr Ve

b

:géx /\&’t(m\uu;/\v(x) (1)

A



forelasning 25/11 (111)

Fysiktillampning: Antag att vi vill minimera energin |
ett kvantsystem som bestams av en Hamiltonian H

—

—

L
= = < ,\Vl\'\l/\‘r}> ow V> uonueved ecluvelctdr et t
b
/lD ( i / |
= Jéxdx 2y | x><x IH I x >ex '\ AV >
2 NFx) HIex') V') Y
T lokal OpVeTOV = T, CS&JF\/(A
L

:&éx /\K/t(“{%u,/\\/(x) (1)

A

\/Hlkot/* "\'OV‘ W iuagua. ~

b
}E = J (d)( ﬁ/{u\ H (.,()A‘V(x) = (O C2)

\

G



forelasning 25/11 (111)

Fysiktillampning: Antag att vi vill minimera energin |
ett kvantsystem som bestams av en Hamiltonian H

—

—

L
= B & ,\VIHIW> ow V> wonweved Csbivelctdn et
N
D ( ] / |
= \Xéxdx N x> <x IR Ix >ex ' | AV >
— e S
& NExy HGex') Y& 2t
N loka) OPQM*\"OV‘ = VZ-“—/' df(z——‘— \/(X\
L
:&éx /\K/\tu\Hu;’\V(x) (1)

\/Hlkow "\'ov‘ Weomiuayuwa. ~

b
}E = J (d)( ﬁ}/{u\ H (.,()A‘V(.y) = (O C2)

\

G

ey

\\/zhdl -

b
.j - JAX AV Ay = (3)



forelasning 25/11 (ll1)

b
}G = c] (dx W%Lx.\ HC,()Mt/(x.) = (O C2)

\
G

A -”-Jclx AV AV = (3)

= 1 gt
Satr th Mo = = = VI (2)

2,
$ é& d x < Z,.tlw Aj/\\;{;‘ )dj"\{/(% A Vx ) /\I/Ci)w(\()>dx O <1Lf>

'Pm d&{Jm AW(H

A=
an JJX'\YU\CL,{’LA{%‘) “ch P YA“J&X ol

?evwd@ld' a 4,
Vaudvitlkov



forelasning 25/11 (ll1)

b
3 = J £ _
e = (dXﬁYU\ HC%)/\VCV.) = (O (,/)_)
P!
b
= Jéx Ao Ay = (3)
A
. ot ,
Caw o Mg = —g S 1V T (2

ra ¥ d
3 éjdx (21‘ .dfwcx‘\)dxl\{/(% -\—V(X)WC#)W(.¢)>AX O <1Lf>
,)"
. 42 ’})Q d A M
an JJX '\Vﬁx\é}/\f’u) /\VL") dx ‘r *Jéx d&im dx“

?ewod@ld' a a,

Vaudvitlkov
Di fter ectiera (3)
o
gg = AXAX N vy = O ()
a

Dl wu\-\-~§‘\\,k'¢e_,vq \S) weed L.o\_%ﬁma,ud,em\)\ﬁsuka‘\'ﬂ\/‘ *X

(N & 1)
=> o(jw (&ﬁwl N VALY — AN W\ QO (6)
) J




forelasning 25/11 (ll1)

b

o(jax (7}« SVE N VA < Ay “Y\ O (6)

L/”'—"__*’\\w

J

o

o = Q v\ * Aw*
Eower SKWATION HEN TVANC& ) VA Y N - T "4’

23 g égﬁ = O L?)
?W#’ d)(’aw:‘

v
‘o
VY -2 — o &Y -0 (§)
SV
|
LV 3



forelasning 25/11 (ll1)

b

o(jax (7}« SVE N VA < Ay “Y\ O (6)

L/”'—"__*’\\w

J

o

o = Q v\ * Aw*
Eower SKWATION HEN TVANC& ) VA Y N - T "4’

23 g égﬁ = O L?)
?W#’ d)(’aw:‘

I

2
etk
VY =Y — . d - (5)
et o
|
a
R4t B
e '*'\//\\/ = ?\/\\/ <Q)

N = = fvgw A %S:J'wq,uqtys



forelasning 25/11 (ll1)

b

o(jax (vft SVE N VA < Ay W\ O (6)

L/”'—’__“N\w

J

o

o = Q v\ * éw*
Eower SKWATION HEN TVANC& ) VA Y N - T "4’

23 g égﬁ = O L?)
'D/\IJV' d)(’aw:‘

I

L
ek
a7
LS
|
R
9] A
4
—A Sy eun = ay (4]
T
/\: L::- fvgn é}meu:'.s)w%u«(ys
Coer
L

SRINGER_

EWKVATION EW




fore@gﬁjﬁg’zéﬁ T

3. Quantisierung als Eigenwertproblem;
von E. Schrodinger.

(Exste Mitteilung.)

g 1. In dieser Mitteilung mochte ich zunfichst an dem ein-
fachsten Fall des (nichtrelativistischen und ungestorten) Wasser-
stoffatoms zeigen, daf die iibliche Qua.nﬁsierungsvorschrift sich
durch eine andere Forderung ersetzen 1a8t, in der kein Wort
von ,ganzen Zahlen® mehr yorkommt. Vielmehr ergibt sich
die Ganzzahligkeit auf dieselbe natirliche Art, wie etwa die
Ganzzahligkeit der Knotenzahl einer schwingenden Saite. Die
neue Auffassung ist verallgemeinerungsii ig und rithrt, wie ich
glaube, sehr tief an das wahre Wesen der Quantenvorschriften.
g Die @ibliche Form der letzteren kniipft an die Hamil-

i o partielle Differentialgleichung an:

_ imeeei - :tahung eine Lisung gesuchf, welche

~-~ktionen je einer einzigen der
©

Systeme 148t sich die Vanawo.-. _ o derarii,
-~ geschehen, ohne ausdriickliche Beziehung »-—-— oot oo
sche partielle Differentialgleichung folgendermabien ..
- Bei T(g, p) die kinetische Energie als Funktion der Koordine. .
and Tmpulse, 7 die potentielle Energie, dz das Volumelement
____ des Konfigurationenraums ,rationell gemessen®, d. h. nicht !
einfach das Produkt dg,, dg; - -- d g,, sondern noch dividiert !
durch die Quadratwurzel aus der Diskriminante der quadra-
~~ t:cchen Form T(g, p» (Vel. Gibbs, Statistische Mechanik) -

| Dann soll 4 das Hamiltonsche Integral® L
e el o

B stationéir machen unter der normierenden Nebenbedingung 1

@4 | Jurdaz=1. | B
~ Die Eigenwerté dieses Variationsproblems gind bekanntlich die -
e . a0y und liefern nach unserer




