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”Givet två punkter A (startpunkt) och B (slutpunkt) i ett vertikalt plan, bestäm den kurva längs 
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Johann Bernoulli, 1696 

”Givet två punkter A (startpunkt) och B (slutpunkt) i ett vertikalt plan, bestäm den kurva längs 
vilken en partikel snabbast når B, med antagandet att dess acceleration endast beror på gravitationen.”

Johann Bernoulli 
1667-1748

Galileo Galilei 
1564-1642

Gottfried Leibniz 
1646-1716

Guillaume l’Hopital 
1661-1704

Isaac Newton 
1642-1727

Jacob Bernoulli 
1655-1705



Variationskalkyl 
repetition och litet bakgrund…

Johann Bernoulli 
1667-1748

Leonhard Euler 
1707-1783

Joseph-Louis Lagrange 

Joseph-Louis Lagrange 
1736-1813

föreläsning 25/11 (I)



Variationskalkyl 
repetition och litet bakgrund…

föreläsning 25/11 (I)

Brachistochrone-problemet



föreläsning 25/11 (I)

inget explicit x-beroende

Variationskalkyl 
repetition och litet bakgrund…



inget explicit x-beroende

föreläsning 25/11 (I)

Variationskalkyl 
repetition och litet bakgrund…



inget explicit x-beroende

föreläsning 25/11 (I)

Variationskalkyl 
repetition och litet bakgrund…



Exempel på ett fysikproblem med flera oberoende variabler: 
Minimera den elektrostatiska energin 



Exempel på ett fysikproblem med flera oberoende variabler: 
Minimera den elektrostatiska energin 

laddningsfritt område V
energitäthet



Exempel på ett fysikproblem med flera oberoende variabler: 
Minimera den elektrostatiska energin 

laddningsfritt område V
energitäthet

energi E = 
V



Exempel på ett fysikproblem med flera oberoende variabler: 
Minimera den elektrostatiska energin 

laddningsfritt område V
energitäthet

energi E = 

Euler        Laplace-ekvationen!!!

V



föreläsning 25/11 (I)

Exempel på ett fysikproblem med flera oberoende variabler: 
Minimera den elektrostatiska energin 

laddningsfritt område V
energitäthet

energi E = 

Euler        Laplace-ekvationen!!!

V

Ingen tillfällighet! Flera av 
fysikens nyckelekvationer  
kan återföras på Euler! 
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Det finns en speciell klass av variationskalkylproblem som är särskilt viktiga i fysiken: 
VARIATIONSKALKYL MED TVÅNG (ISOPERIMETRISKA PROBLEM)

Låt oss ta avstamp i problemet att hitta 
extremvärden för en vanlig funktion f, givet ett tvång 

Villkor (3 variabler x, y, z):

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c dx, dy, dz oberoende

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1
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Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1
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⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)
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⇠
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x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)
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1

↵
1

�1
1

�R� i✏
�R+ i✏

�i
i

R ! 1

halv
cirk

el m
ed radi

e =
✏

C
gren

pun
kter

i z =
�1, z

= 1
pole

r i z
= ±i

Jord
ank

urva
med radi

e =
R

Re[F
(x)]

=
1
⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠
)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x
)] =

�
1
⇡
P

Z 1

�1

Re[F
(⇠)]

⇠ � x
d⇠

6=
r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när
R ! 1

{ G
(R) G

(A)

� 6= 0
(f 6= 0)

(f = 0) K(x, t
) =

lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x
)Nj(t

)

|�||K
|max

|b� a| <
1

|�|||K
|| < 1

||A||
⌘ inf{c

� 0 : ||A
v|| 

c|v|, 8
v 2 V}

dvs.
ersä

tt '
(t) i

inte
gran

den
i (1)

med '0(t
)

(x1, y1
) fix

(x2, y2
) fix

F ! L

⇠

F (y
(x),

y0 (x
)) =

y(x)
(1 +

y0 (x
)2 )

1/2
y(x1) =

y1,
y(x2) =

y2
x0

x0
= x0c

dx, d
y, dz

ober
oend

e
y
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Bilda först differentialen       : 

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c dx, dy, dz oberoende y � d'

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c dx, dy, dz oberoende y � d' (1) & (4)

Ett smartare sätt: 
Introducera en ”Lagrangemultiplikator” �
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Låt oss nu lyfta över det här på funktionalen som definierar ett variationskalkylproblem! 

Euler

problemet löst!

för en formell härledning, se AWH, sid 1111f

stationär lösning för K, 

villkor:
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