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Mandelbrotmängd

Mandelbrotmängden representeras i ett 
komplext talplan av alla komplexa tal c  
   sådana att

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}
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Weierstrassfunktionen

...kontinuerlig funktion som inte
är deriverbar någonstans!
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Kochkurva

http://www.youtube.com/watch?v=JdMgvSWSKZI

två kopior
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Kochkurva

Hausdorff-dimension

D =
ln 4

ln 3
= 1.26

1
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Brownsk rörelse (datoranimerad)
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Fysiktillämpning: 
Integrera över en funktion som beskriver statistiskt viktade 
”Brownska rörelser” i gränsen av en infinitesimalt kort steglängd
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Brownsk rörelse (datoranimerad)



Riemann-integral

Lebesgue-integral

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1
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styckvis kontinuerlig

mätbar funktion
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µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
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⌅⇥

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇥

�⇥
eiax�bx2

dx a, b ⌅ R, b > 0

⇥ ⇥

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⇧
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇥

�⇥

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⇤ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått

Henri Lebesgue, 1875 -1941

Bernhard Riemann, 1826 - 1866
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KONTINUUM-INTERVALL

= 0 FÖR INTERVALL SOM 
INNEHÅLLER UPPRÄKNELIGT 
MÅNGA PUNKTER



Lebesgue-integral
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= LÄNGD FÖR 
KONTINUUM-INTERVALL

= 0 FÖR INTERVALL SOM 
INNEHÅLLER UPPRÄKNELIGT 
MÅNGA PUNKTER

Allt som behövs för Lebesgue-integrabilitet är att funktionens inversa  
mängd har ett väldefinierat Lebesguemått. OK för nästan alla funktioner!
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Exempel på en mängd som inte har ett väldefinierat Lebesguemått: 
VITALIMÄNGDEN V

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.
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I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

styckvis kontinuerlig

mätbar funktion

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇥

�⇥
eiax�bx2

dx a, b ⌅ R, b > 0

⇥ ⇥

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⇧
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇥

�⇥

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⇤ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått
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… kan ANVÄNDAS FÖR att BEVISA MYCKET 

ANVÄNDBARA TEOREM OM Integraler 
och gränsvärden (derivator, serier, 
andra integraler,...)



Lebesgues (dominerade) konvergensteorem (lättversion)

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⇧ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⌥
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⇤ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⌅ g nästan överallt

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⇧ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⌥
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⇤ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⌅ g nästan överallt

Fubini (-Tonelli) teoremet (lättversion)

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⌥ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx 
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⌅ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⇧ g nästan överallt

⇥

X
(
⇥

Y
f(x, y) dy) dx =

⇥

Y
(
⇥

X
f(x, y) dx) dy

där f : X ⇥ Y ⌃ R är en icke-negativ funktion

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⌥ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx 
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⌅ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reelvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⇧ g nästan överallt

⇥

X
(
⇥

Y
f(x, y) dy) dx =

⇥

Y
(
⇥

X
f(x, y) dx) dy

där f : X ⇥ Y ⌃ R är en icke-negativ funktion
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1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N



För en bra diskussion av omkastning av derivata och 
integral med användande av Lebesgueteori, se
http://www.wikiwand.com/en/Leibniz_integral_rule#/Measure_theory_statement
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Men...i allmänhet… i fysiken… 
...att ta gränsvärden är subtilt och kräver eftertanke, 

fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!
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föreläsning 27/11 (II)

Att ta gränsvärden i fysiken är subtilt och kräver 
eftertanke, fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!



föreläsning 27/11 (II)

Att ta gränsvärden i fysiken är subtilt och kräver 
eftertanke, fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!

Ett exempel: Romeo och Julia på en roddtur
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A B{L

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt)

M = båtens + Julias massa 
m = Romeos massa

Att ta gränsvärden i fysiken är subtilt och kräver 
eftertanke, fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!

Ett exempel: Romeo och Julia på en roddtur
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A B{L

A {l

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt)

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt)

M = båtens + Julias massa 
m = Romeos massa

Problem: Romeo går från B till A. Båten förflyttar sig (rekyleffekt). Hur långt?

Att ta gränsvärden i fysiken är subtilt och kräver 
eftertanke, fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!

Ett exempel: Romeo och Julia på en roddtur
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A B{L

A {l

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt)

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt)

M = båtens + Julias massa 
m = Romeos massa

Problem: Romeo går från B till A. Båten förflyttar sig (rekyleffekt). Hur långt?

Att ta gränsvärden i fysiken är subtilt och kräver 
eftertanke, fysikalisk intuition,och matematisk erfarenhet!

Ett exempel: Romeo och Julia på en roddtur
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