
föreläsning 2/12 (I)

Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (intro)



4 postulat för kvantmekanik

(icke-relativistiskt) 


Paul Dirac

Låt oss först påminna oss om ”kvantmekanikens grunder”…
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I.  Ett tillstånd hos ett fysikaliskt system beskrivs   

    av en normerad vektor         i ett Hilbertrum. 


3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⌥ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⌦
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⌅ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reellvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⇧ g nästan överallt

⇥

X
(
⇥

Y
f(x, y) dy) dx =

⇥

Y
(
⇥

X
f(x, y) dx) dy

där f : X ⇥ Y ⌃ R är en icke-negativ funktion

|⌥ � (1)

II. Till varje fysikalisk observabel finns en  
Hermitesk operator på ett Hilbertrum.


III.  Givet ett tillstånd       så ges de möjliga resultaten vid

      en mätning av en observabel svarande mot operatorn       

           av egenvärdena       till      . Sannolikheten att mäta 

           ges av                  där         är motsvarande egen- 

       vektor till     . Vid mätningen “kollapsar”        till       .  
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i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⌅ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz
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tillägg:


kanonisk kvantisering
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IV. Tidsutvecklingen av tillståndet           bestäms av

     systemets Hamiltonoperator:      


S

4

� (2)

⇥ (3)

|⇥ ⇥ (4)

| �⇥ | �⇥ |2 (5)

|�(t)⇥

i� d

dt
|�(t)⇥ = H |�(t)⇥

4

� (2)

⇥ (3)

|⇥ ⇥ (4)

| �⇥ | �⇥ |2 (5)

|�(t)⇥

i� d

dt
|�(t)⇥ = H |�(t)⇥ (Schrödingerekvationen)    


Antalet postulat, och dess exakta formuleringar beror på hur matematiskt 
rigoröst man vill behandla teorin. Jfr. t.ex. Byron & Fuller (2015 års lärobok i 
kursen) § 5.11, som har sex postulat (varav ett är innehållet i ett av de andra).
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1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R
b

a

R
b

a

{c | zn+1 = z2
n
+ c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt) = |↵1|2 = |h!1| i|2

| (t)i = e�iHt/~| (0)i

unitär tidsutveckling



föreläsning 2/12 (I)

men det är något UNDERLIGT med kvantmekaniken…
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⇥

X
(
⇥

Y
f(x, y) dy) dx =

⇥

Y
(
⇥

X
f(x, y) dx) dy

där f : X ⇥ Y ⌃ R är en icke-negativ funktion

|⌥ � (1)

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⌥ R, b > 0

⇥ ⇤

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⌦
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇤

�⇤

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0
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m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0

i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⌅ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz

f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx

f� reellvärd funktion
µ Lebesguemått

lim
n⇥⇤

⇥

R
fn(x) dx =

⇥

R
f(x) dx

om fn konvergerar punktvis till f nästan överallt
och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⇧ g nästan överallt

⇥

X
(
⇥

Y
f(x, y) dy) dx =

⇥

Y
(
⇥

X
f(x, y) dx) dy

där f : X ⇥ Y ⌃ R är en icke-negativ funktion

|⌥ � (1)

4

� (2)

� (3)

|� � (4)

tillägg:


kanonisk kvantisering
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exempel: qubit

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q

Obs! r behöver inte vara element i V.

{ t = 0 t = 1 (jämvikt) = |↵1|2 = |h!1| i|2

1



föreläsning 2/12 (I)

exempel: qubit

1

↵ 1 �1 1 �R� i✏ �R+ i✏ �i i R ! 1

halvcirkel med radie = ✏ C grenpunkter i z = �1, z = 1 poler i z = ±i

Jordankurva med radie = R

Re[F (x)] =
1

⇡
P

Z 1

�1

Im[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠

Im[F (x)] = � 1

⇡
P

Z 1

�1

Re[F (⇠)]

⇠ � x
d⇠ 6= r CR

+

Z

CR

.....

! 0 när R ! 1 { G(R) G(A)

� 6= 0 (f 6= 0) (f = 0)

K(x, t) =
lim

n ! 1

nX

j=1

Mj(x)Nj(t)

|�||K|max|b� a| < 1

|�|||K|| < 1

||A|| ⌘ inf{c � 0 : ||Av||  c|v|, 8v 2 V}

dvs. ersätt '(t) i integranden i (1) med '0(t)

(x1, y1) fix (x2, y2) fix

F ! L
⇠

F (y(x), y0(x)) = y(x)(1 + y0(x)2)1/2 y(x1) = y1, y(x2) = y2 x0

x0 = x0c x, y, z oberoende y � d' (1) & (4)

=
R b
a

R b
a

{c | zn+1 = z2n + c ! 1 d̊a n ! 1, z0 = 0}

punktvis konvergens: 8x 9N |fn(x)� f(x)| < ✏, n > N likformig konvergens: 9N 8x|fn(x)� f(x)| < ✏, n > N

V ⇢ [0, 1] best̊ar av mängden av reella tal v s̊adana att 8r2R 9!v 2V : r � v 2 Q
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STRIDER MOT 4:e POSTULATET!



”Köpenhamnstolkningen”
(Bohr, Heisenberg, 1925-27)

”Many-worlds interpretation”
(Everett, 1957)

”Decoherence theory”
(Zurek 1981, Joos & Zeh, 1985)

”Consistent histories theory”
(Omnès, 1994)

”Qbism”
(Fuchs, 2010)
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”Many-worlds interpretation”
(Everett, 1957)
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i vårt universum fram 
till mätögonblicket
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”Many-worlds interpretation”
(Everett, 1957)

i universum 1

i universum 2



föreläsning 2/12 (I)



föreläsning 2/12 (I)



1933 utvecklar han detta i en artikel publicerad i 
Physikalische Zeitschrift der Sovietunion: 
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Feynman (doktorand vid Princeton University 
i början av 1940-talet) inspirerades av Dirac…
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Ett annat sätt att göra kvantmekanik: 

Feynmans vägintegralformulering

… löser inte ”tolkningsproblemet” av kvantmekaniken, men 

• förenklar ofta analys och räkningar 
• enklare att göra konsistent med speciell relativitetsteori       kvantfältteori 
• gör symmetrier och topologiska effekter transparenta 
• …. 
• …. 
• … och förklarar minsta verkans princip i klassisk fysik!
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Feynman vid Nobelbanketten 1965
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Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken
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Feynmans vägintegralformulering 

av kvantmekaniken

”GLOBAL 

FORMALISM”

?
Dirac 1933
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Feynmans vägintegralformulering 

av kvantmekaniken

”GLOBAL 

FORMALISM”

Feynman 1948
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Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken 

motivation: dubbelspaltsexperimentet

partikelkälla

observationspunkt

detektorskärm

interferensmönster

”vägg” med 
två spalter

t=0
t=T

= sannolikheten att detektera partikeln i punkten O
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PARTIKELN ”PRÖVAR” ALLA
VÄGAR FRÅN S TILL O !
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The Zen of Physics…

PARTIKELN ”PRÖVAR” ALLA
VÄGAR FRÅN S TILL O !



PARTIKELN ”PRÖVAR” ALLA
VÄGAR FRÅN S TILL O !
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t=0
t=T
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Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (forts.)
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Feynmans vägintegralformulering 
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Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (forts.)

t=0
t=T

Vi behöver formalisera detta!



föreläsning 2/12 (III)

Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (forts.)

t=0
t=T
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t=0
t=T
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”resolution of identity”
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”resolution of identity”

(2)
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(2)
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(2)

”HJÄLPRESULTAT”:
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(2)

”HJÄLPRESULTAT”:

(3)
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(2)

(3)

(1)
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(1)

(3)
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(3)

(1)

(4)

sätt in (3) i (1):
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(4)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

[ ]



föreläsning 2/12 (III)

S —> O
[ ]

Efter att vi tagit alla gränsvärden…
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VI HAR GJORT HÄRLEDNINGEN FÖR EN FRI PARTIKEL…

F

S —> O
[ ]

[ ]
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Hamilton-operator klassisk Lagrange-funktion

S —> O
[ ]

[ ]
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VI HAR GJORT HÄRLEDNINGEN FÖR EN FRI PARTIKEL…

F

Hamilton-operator klassisk Lagrange-funktion

S —> O
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]



Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (epilog)
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F

Hamilton-operator klassisk Lagrange-funktion

S —> O
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

Feynmans vägintegralformulering 
av kvantmekaniken (epilog)

VI HAR GJORT HÄRLEDNINGEN FÖR EN FRI PARTIKEL…
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Fermioniska vägintegraler måste 

skrivas i termer av (antikommuterande) 

Grassmann-variabler
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Bara den klassiska vägen 

”överlever” i gränsen h —> 0. 

Villkor: S stationär, dvs. minsta 

verkans princip är uppfylld! 

[ ]
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Bara den klassiska vägen 

”överlever” i gränsen h —> 0. 
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verkans princip är uppfylld! 

ett formellt argument använder 
stationära fasapproximationen 
(se AWH) [ ]
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