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Fortfarande problem! 
I, II, III ger olika resultat!!!

Bara en av definitionerna ger fysikaliskt meningsfulla resultat.  
För att förstå vilken definition som är den ”rätta”, så behöver  
vi först repetera  litet komplex analys, särskilt residykalkyl…                                      



Residykalkyl: 

Eleganta räkningar av förskräckliga integraler

En paus från Greenfunktioner... 
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En riktigt otäck funktion:  

när z—> 0 så kommer f(z) att  

passera godtyckligt nära alla komplexa tal!
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Jordans lemma

Vanligaste tillämpningen av residykalkyl i fysiken:

“komplexifierade” reella integraler 

Användbart resultat:

2

f(z) =
⇤⇥

n=�⇤
an(z � z0)n, an =

1
2⇥i

�

C

f(�)
(� � z0)n+1

d�

f analytisk p̊a en ring ⇤1 < |z � z0 | < ⇤2

f(z) =
4z2 � 1
2z + 1

f(z) = e1/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)n +
a�1

z � z0
+ ... +

a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) =
1

(m� 1)!
lim

z⇥z0

dm�1

dzm�1
((z � z0)mf(z))

�

C
f(z) dz = 2⇥i

m⇥

k=1

Res (f(zk))

C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...zk till f
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lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei�zf(z) dz = 0

CR halvcirkel med radien R i övre komplexa halvplanet
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Enkla typfall av residykalkyl: 

I. Integraler av rationella funktioner


II. Integraler av produkter av rationella och trigonometriska funktioner


III. Integraler av trigonometriska funktioner på enhetscirkeln
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Enkla typfall av residykalkyl: 

I. Integraler av rationella funktioner


II. Integraler av produkter av rationella och trigonometriska funktioner


III. Integraler av trigonometriska funktioner på enhetscirkeln
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1
2⇤i

�

C

f(⇥)

(⇥ � z0)n
+1

d⇥

f analytisk p̊a en ring ⌅1 < |z � z0 | < ⌅2

f(z) =
4z2 � 1

2z + 1

f(z) = e1
/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)
n +

a�1

z � z0

+ ... +
a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) =
1

(m� 1)!
lim
z⇥z0

dm�1

dzm�1
((z � z0)

m f(z))

�

C

f(z) dz = 2⇤i

m⇥

k=1

Res (f(zk))

C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...
zk till f

lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei
�z f(z) dz = 0

CR
halvcirk

el med radien R i övre komplexa halvplanet

f g̊ar likformigt mot 0 snabbare än 1/ |z | d̊a |z |⇥⇤

� icke-negativt reellt tal

⇤ ⇤

�⇤

p(x)

q(x)
dx q(x) ⌅= 0 för reella x

⇤ ⇤

�⇤

p(x)

q(x)
cos(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x, a reell

⇤ ⇤

�⇤

p(x)

q(x)
sin(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x

2
f(z) =

⇤⇥

n=�⇤
an(z � z0)n, an = 1

2⇤i

�

C

f(⇥)
(⇥ � z0)n+1 d⇥

f analytisk p̊a en ring ⌅1 < |z � z0 | < ⌅2

f(z) = 4z2� 1
2z + 1

f(z) = e1/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)n + a�1

z � z0
+ ... + a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) = 1
(m� 1)! lim

z⇥z0

dm�1

dzm�1 ((z � z0)mf(z))
�

C
f(z) dz = 2⇤i

m⇥

k=1

Res (f(zk))
C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...zk till f

lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei�zf(z) dz = 0

CR halvcirkel med radien R i övre komplexa halvplanet
f g̊ar likformigt mot 0 snabbare än 1/ |z | d̊a |z |⇥⇤

� icke-negativt reellt tal
⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x) dx q(x) ⌅= 0 för reella x

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x) cos(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x, a reell⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x) sin(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x

2
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⇤⇥
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an(z � z0)n, an =

1
2⇤i

�
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f(⇥)
(⇥ � z0)n+1

d⇥

f analytisk p̊a en ring ⌅1 < |z � z0 | < ⌅2

f(z) =
4z2 � 1
2z + 1

f(z) = e1/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)n +
a�1

z � z0
+ ... +

a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) =
1

(m� 1)!
lim

z⇥z0

dm�1

dzm�1
((z � z0)mf(z))

�

C
f(z) dz = 2⇤i

m⇥

k=1

Res (f(zk))

C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...zk till f

lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei�zf(z) dz = 0

CR halvcirkel med radien R i övre komplexa halvplanet

f g̊ar likformigt mot 0 snabbare än 1/ |z | d̊a |z |⇥⇤

� icke-negativt reellt tal

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

dx q(x) ⌅= 0 för reella x

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

cos(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x, a reell

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

sin(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x

2

f(z) =
⇤⇥

n=�⇤
an(z � z0)n, an =

1
2⌅i

�

C

f(⇤)
(⇤ � z0)n+1

d⇤

f analytisk p̊a en ring ⇧1 < |z � z0 | < ⇧2

f(z) =
4z2 � 1
2z + 1

f(z) = e1/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)n +
a�1

z � z0
+ ... +

a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) =
1

(m� 1)!
lim

z⇥z0

dm�1

dzm�1
((z � z0)mf(z))

�

C
f(z) dz = 2⌅i

m⇥

k=1

Res (f(zk))

C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...zk till f

lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei�zf(z) dz = 0

CR halvcirkel med radien R i övre komplexa halvplanet

f g̊ar likformigt mot 0 snabbare än 1/ |z | d̊a |z |⇥⇤

� icke-negativt reellt tal

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

dx q(x) ⌅= 0 för reella x

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

cos(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x, a reell

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

sin(ax) dx q(x) ⌅= 0 för reella x

⇤ 2⇥

0
F (sin ⇥, cos ⇥) d⇥



föreläsning 5/11 (III)

Låt oss titt på ett exempel 
(trigonometriska funktioner på enhetscirkeln,III)

För integraler på enhetscirkeln C i komplexa talplanet,  
ofta bra att använda:
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Låt oss titt på ett exempel 
(trigonometriska funktioner på enhetscirkeln,III)

Dåliga nyheter: 
Många (de flesta?) integraler i fysiken faller inte i någon av klasserna I, II, III. 



Ofta i fysiken.... 

Förskräckliga integraler!

...kan fortfarande lösas elegant 

med fiffig användning av residykalkyl!

2

f(z) =
⇤⇥

n=�⇤
an(z � z0)n, an =

1
2⌅i

�

C

f(⇤)
(⇤ � z0)n+1

d⇤

f analytisk p̊a en ring ⇧1 < |z � z0 | < ⇧2

f(z) =
4z2 � 1
2z + 1

f(z) = e1/z

f(z) =
⇤⇥

n=0

an(z � z0)n +
a�1

z � z0
+ ... +

a�m

(z � z0)m

a�1 = Res(f(z0)) =
1

(m� 1)!
lim

z⇥z0

dm�1

dzm�1
((z � z0)mf(z))

�

C
f(z) dz = 2⌅i

m⇥

k=1

Res (f(zk))

C enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulära punkterna z1, z2, ...zk till f

lim
R⇥⇤

⇤

CR

ei�zf(z) dz = 0

CR halvcirkel med radien R i övre komplexa halvplanet

f g̊ar likformigt mot 0 snabbare än 1/ |z | d̊a |z |⇥⇤

� icke-negativt reellt tal

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

dx q(x) ⇧= 0 för reella x

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

cos(ax) dx q(x) ⇧= 0 för reella x, a reell

⇤ ⇤

�⇤

p(x)
q(x)

sin(ax) dx q(x) ⇧= 0 för reella x

⇤ 2⇥

0
F (sin ⇥, cos ⇥) d⇥

⇤ ⇤

�⇤
eiax�bx2

dx a, b ⌅ R, b > 0

Välj en smart kurva!
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� 2�

0
F (sin �, cos �) d�

� ⇥

�⇥
eiax�bx2

dx a, b � R, b > 0

� ⇥

0

dx

x3 + 1
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x3 + 1

3

Im z 
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