Inlamningsuppgifter kursvecka 5
Matematisk fysik FTF131, Ip 2 2021

Deadline: Fredagen 17 december

Strukturera Dina 16sningar noggrant. Uppstéllda samband skall motiveras. Alla vésentliga steg
i analys och berdkningar skall redovisas. Du far gidrna arbeta tillsammans med Din kurskam-
rater, men de losningar som Du lamnar in maste Du ta ansvar for sjalv! P& muntan i januari
kommer du att fa redogora for hur Du 16st en av inlamningsuppgifterna.

1. (5p) Varmeledningsekvationen

Visa att Greenfunktionen som svarar mot varmeledningsekvationen
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Har ar ¢ det specifika varmet, p dr en diffusionskonstant, 7'(x, t) ett temperaturfalt, och p(z,t) en
varmekalla. Givet detta resultat, hur snabbt sprider sig varmen fran en lokaliserad varmepuls?

Stammer detta verkligen? Ar det nagot som &r fel pa virmeledningsekvationen eller kanske i
just detta fall Greenfunktionstekniken att 16sa partiella differentialekvationer? Diskutera!

G(z,t) =

), t>0.

2. (5p) Symmetri i kaos: Sierpinskis triangel

P& en av mina foreldsningar tog jag upp fraktaler som matematiska idealiseringar av skalinvari-
anta objekt. En av de forsta fraktalerna ritades av den polske matematikern Waclaw Sierpinski
1915, se http://mathworld.wolfram.com/SierpinskiSieve.html fér en bild!

Sierpinskis triangel kan idag enkelt konstrueras pa en datorskdrm via foljande algoritm:

Rita forst upp en liksidig triangel i planet. Indicera hérnen med A, B, respektive C, och vilj en
godtycklig punkt inuti triangeln. Vdlj sedan slumpmdssigt ett av hornen, A, B, eller C. Om A
valjs, flytta den valda punkten halvvdgs mot hérnet A (analogt for B och C om ett av dessa héorn
valjs). Plotta den flyttade punkten. Iterera proceduren!

Implementera algoritmen i valfritt datorprogram (bifoga koden!) och verifiera att resultatet
verkligen ges av Sierpinskis triangel. Hur kan en slumpméssig process ge upphov till en sym-
metri, i detta fall skalinvarians? Diskutera!



3. (5p) Hagring i 6knen

En hégring i en het 6ken uppstar pa grund av att ljuset fardas snabbare i varm luft &n i kall
(eftersom den varma luften dr tunnare &n den kalla). Visa med hjélp av variationskalkyl och
Fermats princip (“en ljusstrale mellan tva punkter foljer den snabbaste vigen”) att i detta fall
en ljusstrale fran en ljuskélla i punkten A till en observator i punkten B foljer en konvex kurva
med formen av en elliptisk bage. Oknen antas har vara helt platt, med h4 och hp ljuskéllans
respektive observatorens hojd ovan mark. Kan du forklara hur en hégring hanger ihop med den
konvexa kurvan?

Ledning: Skriv ljushastigheten som v(h) = vo — h/a, dir vg &r hastigheten vid (den heta!) marken, h &r hojden
ovan mark, och a ar en parameter.

4. (5p) Romeo och Julia i roddbaten...

P& en av mina foreldsningar diskuterade jag ett enkelt mekanikproblem dér uppgiften var att
berékna rekylen som en roddbat gor nar Romeo tar mod till sig och gar 6ver och sétter sig hos
Julia. Tva fall diskuterades: Roddbaten flytande pa (1) en ideal vétska (viskositeten n = 0),
och (2) en viskds vitska (n # 0). Jag argumenterade att fallet (1) inte kan fas genom att ta
gransen 7 — 01 (2). Haller Du med? Diskuteral

Undersok forst noggrant om mina losningar i de tva fallen verkligen ar korrekta! Kanske du kan hitta
losningar dar (1) faktiskt foljer fran (2) genom att ta gransen n — 07 Om inte, kan det vara sa att
gransen 7 — 0 ar singuldr? Isafall, varfor? Fritt fram for hypoteser och spekulationer! For en diskussion
om singuléra granser i fysiken, se artikeln av Michael Berry, lankad pa Canvas under Singuldra grdnser.



