Inlamningsuppgifter kursvecka 7
Matematisk fysik FTF131, Ip 2 2020

Deadline: Fredag 15 januari

Strukturera Dina losningar noggrant. Uppstéllda samband skall motiveras. Alla visentliga steg i
analys och berékningar skall redovisas. Du far gérna arbeta tillsammans med Din kurskamrater,
men de 16sningar som Du lamnar in maste Du ta ansvar for sjilv! Efter kursens slut kan Du
komma att kallas till ett individuellt eftersamtal dar Du far redogora fér hur Du 10st nagra av
inldmningsuppgifterna.

1. (14p) Kul & klurigt med gruppteori

a) (1p) Identifiera fyra olika delgrupper till S4 som &r isomorfa med S3 och nio som &r iso-
morfa med Ss.

b) (Ip) Bestdm ordningen for den delgrupp till S4 som fixerar (i) 1, (ii) 1 och 2, (iii) {1,2}.
c) (Ip) Lat f,g € Sy. Visa att om f = (1234), sa ér gfg~* = (9(1) g(2) g(3) g(4)).

d) (1Ip) Betrakta en méngd G med fyra element e, a,b,c, med en kompositionsregel (”mul-
tiplikation”) ee = e,ea = a,eb = b,ec = ¢,ae = a,aa = e,be = b, ce = c¢. Pa hur manga sétt kan
Du fullborda multiplikationstabellen sa att G bildar en grupp?
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e) (Ip) Visa att om varje element z i en grupp G satisfierar z° = e, dir e &r enhetsele-

mentet, sa ar G Abelsk.
f) (2p) Lat G vara en grupp av ordning 5. Visa att G dr Abelsk.

g) (1p) Konjugatklasserna till permutationsgruppen S,, bestdms av strukturerna pa cyklerna
som representerar gruppelementen. T.ex.: (12)(3)(4) och (14)(2)(3) i Sy tillhér samma konju-
gatklass, medan (1234) och (1342) tillh6ér en annan konjugatklass. Hur manga konjugatklasser
har Sy?

h) (2p) Antalet inekvivalenta irreps till en grupp &r lika med antalet konjugatklasser. Anvénd
detta resultat och Ditt svar i g) till att visa att S4 har atminstone en irrep av dimensionen > 3.

i) (2p) Antalet element i kvotméngden G/H (dar H &r en delgrupp till G) kallas index for H
i G och betecknas i f. Visa att G/H &r en kvotgrupp om ig g = 2.

j) (2p) Betrakta en grupphomomorfism f : G — G’. Méangden av element i G som avbil-
das pa identitetselementet i G’ under f kallas kdrnan till f och betecknas Kerf. Visa att Kerf
ar en normal delgrupp (dvs. g Kerf = Kerf g for alla g € G).



2. Lorentzinvarians (4p)

Visa att vagekvationen
) 1 92
Y= cﬁ@‘ﬂ
ar relativistiskt invariant.
Ledning: Det racker att visa invarians under Lorentztransformationen ' = vy(x —vt),y' =y, 2’ = z,t/ =

y(t —vx/c?) diry=1/y/1—v2/c2.
3. (6p) Ekvivalensrelationer

Som vi sett pa foreldsningarna sa spelar ekvivalensrelationer en viktig roll bade i gruppteori
och topologi. Illustrera begreppet ekvivalensrelation genom att 16sa féljande tva uppgifter!

a) (3p) Lat A och B vara tva delgrupper till en adndlig grupp G. Visa att relationen
g~ ¢ om g = agb for nagot a € A,b € B

ar en ekvivalensrelation som delar in G i dubbla sidoklasser Ag;B,i = 1,2, ....,r (dar r ar antalet
dubbla sidoklasser). Kan du genom att vélja nagra enkla grupper G, A och B ge ett exempel
pa hur en sadan indelning i dubbla sidoklasser kan se ut?

b) (3p) Lat D? = {(z,y) € R?|2% 4+ y? < 1} vara en cirkulir skiva. Identifiera punkterna
pa cirkeln S! = {(x,y) € R?|2% + y* = 1} (vilken bildar skivans rand) genom ekvivalensrelatio-
nen

(21,51) ~ (x2,52) om af + 7 = 23 +y3 = L.

Kvotrummet D?/~ bildar en topologisk mangfald. Vilken?

4. (6p) Glatta mangfalder

P& den sista foreldisningen 18/12 beskrev jag den atlas 6ver S? som ges av de stereografiska
projektionerna
Gi O — R?, i=1,2
dar
O =5%—{S}, 0y=5%—-{N}
Anvind Cartesiska koordinater pa R? for att ge ett explicit uttryck for dverforingsfunktionen

g21 = ¢1dy "+ R?2 — {0} — R? — {0}. Anviind ditt resultat till att visa att en sfir ar en glatt
mangfald.



