Inlamningsuppgifter kursvecka 7
Matematisk fysik FTF131, Ip 2 2022

Deadline: Torsdag 5 januari

Strukturera Dina 16sningar noggrant. Uppstéllda samband skall motiveras. Alla vésentliga steg
i analys och berakningar skall redovisas. Du far gérna arbeta tillsammans med Din kurskam-
rater, men de 16sningar som Du ldmnar in maste Du ta ansvar for sjalv! P& muntan i januari
kommer du att fa redogora for hur Du 10st en av inlamningsuppgifterna.

1. (11p) Kul & klurigt med gruppteori

a) (1p) Identifiera fyra olika delgrupper till S5 som &r isomorfa med S3 och nio som &r iso-
morfa med Ss.

b) (1p) Betrakta det euklidiska planet R? med ett fixt ortonormerat koordinatsystem Omy.
Kleins fyragrupp bestar av fyra avbildningar: e = identitetsavbildningen, a = spegling i z-
axeln, b = spegling i y-axeln, ¢ = spegling i origo. Identifiera den delgrupp till S4 som &r isomorf
med Kleins fyragrupp.
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c) (1p) Visa att om varje element x i en grupp G satisfierar z° = e, dér e ar enhetsele-

mentet, sa ar G Abelsk.

d) (1p) Konjugatklasserna till permutationsgruppen S,, bestdms av strukturerna pa cyklerna
som representerar gruppelementen. T.ex.: (12)(3)(4) och (14)(2)(3) i Sy tillhér samma konju-
gatklass, medan (1234) och (1342) tillhor en annan konjugatklass. Hur manga konjugatklasser
har S47

e) (2p) Antalet inekvivalenta irreps till en grupp &r lika med antalet konjugatklasser. Anvénd
detta resultat och Ditt svar i d) till att visa att S4 har atminstone en irrep av dimensionen > 3.

f) (Ip) Givet tva ekvivalenta irreps av en grupp G med matriser D(g) respektive D*(g) =
S~1D(g)S, visa att SS* ar diagonal.

g) (2p) Givet en &ndlig grupp G med en irrep D) av dimension n,,, betrakta matrisen

By = > DY (g)

geCy,

dir Cy ar en av konjugatklasserna i G. Visa att By = A/1, dar koefficienten A} ar en skalar
(som kallas Dirackaraktdiren for konjugatklassen Cy). Kan du hitta ett uttryck som relaterar

Dirackaraktéren till (den vanliga) karaktéren Xl(:) for Cy?

h) (2p) Betrakta en grupphomomorfism f : G — G’. Méangden av element i G som avbil-
das pa identitetselementet i G’ under f kallas kdrnan till f och betecknas Ker f. Visa att Kerf
ar en normal delgrupp (dvs. g Kerf = Kerf g for alla g € G).



2. (4p) Lorentzgruppen

Lorentzgruppen bestar av alla linjira transformationer  — 2’ = Ax sadana att (dz’)? = (dz)?,
dir (dz)? = c2dt? — (dr)? ir Minkowskimetriken. A #r hiir en 4 x 4 matris, och x = (ct,r) ér
en 4-vektor dar c ar ljushastigheten. Viktiga exempel pa sddana transformationer &r rotationer
och Lorentzboosts. Visa att vagekvationen

9 1 62

#-z2oa? ="

ar invariant under rotationer och Lorentzboosts.
Ledning: For att visa rotationsinvariansen, anvind att matriserna som utfor rotationer kring de tre carte-
siska koordinatazlarna dr ortogonala. Vidare: det rdcker att valja en Lorentzboost lings en specifierad

koordinatazel, t.er. ' = y(x —vt),y = y,2' = 2,t' = y(t —vz/c?) dir v =1//1 —v%/c2.

3. (5p) Ekvivalensrelationer

Som vi sett pa foreldsningarna sa spelar ekvivalensrelationer en viktig roll bade i gruppteori
och topologi. lustrera begreppet ekvivalensrelation genom att 16sa foljande tva uppgifter!

a) (3p) Lat A och B vara tva delgrupper till en édndlig grupp G. Visa att relationen
g~ ¢ om g = agb for nigot a € A,b € B

ar en ekvivalensrelation som delar in G i dubbla sidoklasser Ag;B,i =1,2,...,r (dar r &r antalet
dubbla sidoklasser). Kan du genom att vélja nagra enkla grupper G, A och B ge ett exempel
pa hur en sadan indelning i dubbla sidoklasser kan se ut?

b) (2p) Lat D? = {(x,y) € R* 2® + y? < 1} vara en cirkuldr skiva. Identifiera punkterna
pa cirkeln St = {(x,y) € R?| 2% + y*> = 1} (vilken bildar skivans rand) genom ekvivalensrelatio-
nen

(w1,51) ~ (22,92) om af +yf = a3 +y5 = 1.

Kvotrummet D?/~ bildar en topologisk mangfald. Vilken?

4. (4p) Glatta mangfalder

Pa kursens sista foreldsning 16/12 (digitala avsnittet Topologi(I)) definierade jag begreppet
karta och atlas for topologiska mangfalder, med enhetssfaren S? som exempel. Forsck att pa
egen hand konstruera en atlas for enhetscirkeln S'. Anvind ditt resultat till att visa att S! &r
en glatt mangfald.



