BEn paus fran Green’s funktioner...

Residykalkyil:

Eleganta rakningar av forskrackliga integraler

Matematisk fysik 2015
Forelasning 2&3



Cauchys integralformel
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Analogi: Laplaces ekvation + randvardesvillkor bestammer unikt en elektrostatisk potential

Laurentserie
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f(z) — an(z—zo) f analytisk pa en ring p1 <|z — 29| < p2
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Singulariteter
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“Borttagbara” singulariteter f(z) = 1 (exempel)
Essentiella singulariteter f(z) = e!/?  (exempel)

oandligt manga Laurenttermer med n<0
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a—1 = Res(f(20)) = lim ((z=20)" f(2))

Residyteoremet

]f f(z)dz =270 Y Res (f(21))
c k=1

C' enkel, positivt orienterad kurva som innesluter de singulara punkterna zi, zo, ...z till f



Vanligaste tillampningen av residykalkyl i fysiken:
“komplexifierade” reella integraler

Anvandbart resultat:
Jordans lemma

lim e f(z)dz =0
R—o0 CR
Cr halvcirkel med radien R i 6vre komplexa halvplanet
f gar likformigt mot 0 snabbare &n 1/|z|da |z|— oo

a icke-negativt reellt tal
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Enkla typfall: £0 fo
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ll. Integraler av produkter av rationella och trigonometriska funktioner .
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q(x) # 0 {or reella x, a reell / P(z)

5 g(\x)Sin(ag;) dx
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lll. Integraler av trigonometriska funktioner pa enhetscirkeln / F(sin 6, cos ) df
0



...kan fortfarande |6sas elegant
med fiffig anvdndning av residykalky!!

Vilj en smart kurva!
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... eller integrera langs ett snitt!

Flervard komplex funktion [ jfr. In(z) ]

sekvens av enkelvdrda komplexa funktioner definierade i
“uppskurna” komplexa talplanet
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en enkelvard komplex funktion definierad pa en Riemannyta
[ = Riemannblad ihopklistrade l1angs grensnitt ] Riemannyta for funktionen f(z) = z
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sammanbinder tva grenpunkter
(eller en grenpunkt med “punkten i oandligheten”)
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Viktig integral vid fysiktilldmpningar:
“Principalvardet” for en reell funktion med en enkel pol

P/_OO xf_(xg);o dr = Fimf(xg) + 27TZ'Z Res[zjfﬁzja)jo]
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f(2)
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dér z; &r polerna till i 6vre (4) eller undre (—) komplexa halvplanet
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“Fysikjargong”: P = Pa: .

dx Fimd(x — xq)
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Sadelpunktsmetoden requx

/ e_f o (2) dz fa komplexvard funktion, v kurva i C
Y

Re(f)

Stationara fas-metoden

/ szaaj dx fo reellvard funktion
R



