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http://www.youtube.com/watch?v=gEw8xpb1aRA

Sierpinskis triangel

Mandelbrotmängd
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Weierstrassfunktionen
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Kochkurva

http://www.youtube.com/watch?v=JdMgvSWSKZI

två kopior

http://www.youtube.com/watch?v=JdMgvSWSKZI


Kochkurva

Hausdorff-dimension

D =
ln 4

ln 3
= 1.26
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Brownsk rörelse (datoranimerad)



Brownsk rörelse (datoranimerad)

Fysiktillämpning:  
Integrera över en funktion som beskriver statistiskt viktade 
”Brownska rörelser” i gränsen av en infinitesimalt kort steglängd
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Henri Lebesgue, 1875 -1941

Bernhard Riemann, 1826 - 1866



Integraler och gränsvärden? 
(derivator, serier, andra integraler,...)

Riemann-integral

Lebesgue-integral

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

Lebesgues och Fubinis teorem

styckvis kontinuerlig

mätbar funktion

1

I =
⌃ ⌅

0
e�ax cos bx x dx

I(�) =
⌃ ⌅

0

e��x

1 + x2
dx

I ⇤⇤(�) + I(�) =
1
�

I(�) = sin(�) Ci(�) + cos(�)(⇤/2� Si(�))

Im(k) =
⌃

d⇥
1

(1 + k · r̂)m

I2(k,a) =
⌃

d⇥
a · r̂

(1 + k · r̂)2

erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ x

0
e�t2dt

1� erf(x) =
2⇧
⇤

⌃ ⌅

x
e�t2dt

�(x + 1) =
⌃ ⌅

0
txe�tdt

f : [a, b]⌅ R

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

f(xk�1)(xk � xk�1)

⌃ b

a
f(x)dx ⇤ lim

n⇥⌅

n⇧

k=0

µ(A(n)
k ) · k

2n

A(n)
k = f�1

�⇤
k

2n
,
k+1
2n

⌅⇥

3

⇥ 2⇤

0
F (sin ⌅, cos ⌅) d⌅

⇥ ⇥

�⇥
eiax�bx2

dx a, b ⌅ R, b > 0

⇥ ⇥

0

dx

x3 + 1

Riemannyta för funktionen f(z) = z1/2

⇥ 1

�1

dx⇧
1� x2(1 + x2)

P

⇥ ⇥

�⇥

f(x)
x� x0

dx = ±i⌃f(x0) + 2⌃i
m�

j=1

Res[
f(zj)

zj � x0
]

där zj är polerna till f(z)
z�x0
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f� komplexvärd funktion, � kurva i C

⇥

R
eif�x dx
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i övre (+) eller undre (�) komplexa halvplanet.

1
x� x0 ± i⇤

= P
1

x� x0
dx⇤ i⌃⇥(x� x0)

⇥

⇥
e�f�(z) dz
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och det existerar en Lebesgue-integrabel funktion
g s̊adan att |fn |⇧ g nästan överallt
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http://planetmath.org/sites/default/files/texpdf/38599.pdf

För en bra diskussion av omkastning av derivata och 
integral med användande av Lebesgueteori, se



Men...i allmänhet...

...att ta gränsvärden är subtilt och kräver eftertanke, 

fysikalisk intuition, och matematisk erfarenhet!



...singulärt gränsvärde!?!?!?


