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Detta ar en (nagot utvidgad) gammal tentamensuppgift, som handlar om
Cauchys patologiska funktion:

~1/22
ro={ 5" 20 )

Sa vad ar en “patologisk” funktion? Helt enkelt en funktion som pa nagot vis inte
beter sig val: nagot konstigt eller kontraintuitivt hénder. Léttast &r att forsta
begreppet genom att titta pa nagra exempel.

Ett sadant dr Weierstrass’ funktion

fw (@) = a"cos(b"mx), (2)
n=0

dir a € (0,1), b € Z", och ab > 1 + 37/2. Denna funktion &r 6verallt kontinu-
erlig, men ingenstans deriverbar! Funktioner med dessa egenskaper ar vanliga i
problem med en stokastisk komponent, till exempel diffusion av partiklar, klas-
siskt brus i fysikaliska system, och finansiell matematik.

Ett annat exempel &r Dirichletfunktionen

IQ(m):{ 0, :E¢Q ) (3)

som inte &r kontinuerlig ndgonstans!

Fraktala kurvor som till exempel Kochkurvan och Peanokurvan kan ses som
patologiska d& de ju formellt 4r endimensionella objekt, men dnda har en “ef-
fektiv” dimension (Hausdorffdimension) som ér ett reellt tal mellan 1 och 2.

Ett sista exempel dr Cauchy- eller Lorentz-distributionen, en sannolikhets-
férdelning som ofta dyker upp i fysiken. En Lorentzian &r kontinuerlig och slat,
och padminner mycket om en normalférdelning, men dess medelvirde och varians
ar odefinierade!

Vad dr det som ar patologiskt med (1)? Som vi hér ska visa ar f kontinu-
erlig och odndligt deriverbar, men nagot konstigt hinder nar vi tittar pa dess
Maclaurinserie. For att battre forsta overgar vi till att titta pa (1) som en funk-
tion av en komplex variabel, och utnyttjar vara nyvunna kunskaper i komplex
analys.



1 Kontinuitet

En funktion g(x) &r kontinuerlig i £ = a om

lim g(x) = lim g(z) = g(a). (4)
z—a™t T—a
I fallet (1) &r f en sammansittning av kontinuerliga funktioner for alla « # 0,
och darfor sjilv kontinuerlig for dessa x. Den enda punkt vi maste studera
nérmare ar alltsd x = 0.
Vi borjar med vénstergransvirdet. Pa grund av att f &r kontinuerlig pa
(0,00) kan vi byta plats pa sammansittningen och griansvirdet. Det vill siga,

1
lim e V/*" = eXp{— lim } (5)

z—0+ z—0+ T2

For varje positivt B sadant att 1/22 > B kan vi viillja 6 = 1/v/B, vilket medfér

att |z — 0] < J. Alltsd ar lim,_,q+ z% = o0, och

lim e /%" = ¢ = 0. (6)

z—0t

D& f ar en jamn funktion beriknas hogergransvirdet pa identiskt sétt som
vinstergransvardet, och

lim f(z) = lim f(zx)= f(0)=0. (7)

z—0t z—0—

Det foljer att f &r kontinuerlig for alla = € R.

2 Deriverbarhet

En funktion g(z) &r deriverbar i = a om

iy o gla+h)—gla—h)
o o) = fim

(®)

existerar (anledningen till att vi anvinder en central differenskvot kommer snart
bli tydlig).

Som tidigare kan vi notera att f dr en sammanséttning av slidta (odndligt
deriverbara) funktioner pa (—o00,0) U (0,00), sd (1) &r deriverbar pa samma
intervall. Vi behover alltsa bara specifikt studera punkten x = 0, vilket ger oss

(= 1/h% _ 1/(=h)* 0

W(0) = fim LW = SCER) e —e T 0
F7U0) = fim, 2h Ao 2h fm op =0 )
Cauchy’s patologiska funktion dr alltsi deriverbar for alla € R, och f'(0) = 0.
Vi beréiknar ytterligare nagra derivator av f i = 0, och med hjélp av att



f(0) =0 och att f(—x) = f(z) ser vi att

. 2h) — 2f(0) + f(—2h) . e~/
20 = Jim = Jith) 2 ) : oz O (10)
£0(0) = lim f(3h) —3f(h) Ezg(—h) —f(=3h) _ 0. (1n)
. f(4h) —4f(2h) +-6(0) — 4f(—2h) + f(—4h)
FO () = lim 16h*
. 671/16h2 671/4h2
- %ﬂ%[ 8ht  2nt ] =0 (12)

Griinsvirdet i ekvation (10) kan beriiknas genom substitutionen 1/4h? = t:

.t 1
2}31010; =2 lim et (13)
dér vi anvant I'Hopitals regel en gang i det sista steget. Vi later nu R vara ett
positivt tal, och viljer € = e~ ®. ¢t > R implicerar di att |1/e’| < €, och vi har
bevisat att gransvirdet (13) dr lika med noll. P4 samma sétt kan gransvirdet
i (12) berédknas.
I allménhet (ett liknande uttryck for derivatan i en godtycklig punkt a far
genom ett enkelt variabelbyte) géller for en funktion g att

n

¢™(0) = lim (ylm 3 (Z) (~1)kg((2k — n)h). (14)

h—0
k=0

och med hjilp av symmetrin hos f och liknande berékningar som ovan ar det
ar latt att Gvertyga sig om att f(™(0) = 0 for alla n.

Nu nér vi kéinner till alla derivator for (1), finner vi att dess Maclaurinut-
veckling ar

> f(n)
flz) = Z /(0) " =0. (15)

Men exp(—1/22) #r strikt positiv, si utvecklingen (15) stiimmer alltsd enbart
for x = 0! Har ser vi det patologiska i Cauchy’s patologiska funktion; f &r konti-
nuerlig och odndligt deriverbar, nagot som normalt kiinnetecknar de “snéllaste”
funktioner vi kdnner till, och &ndé& konvergerar Maclaurinserien bara i en enda
punkt. Vad star pa?

SIDOSPAR
Ekvation (14) bevisas till exempel med hjélp av induktion, dar induktionssteget
bestar i att visa att
9" (0) — g™ (=)

(n+1) () — I
9" 7(0) = lim
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Detta lamnas som en 6vning; den stora utmaningen ligger i att bevisa att ¢-
gransvardet far flyttas innanfér h-gréansviardet och summationen 6ver k. I all-
ménhet &r detta ett svart problem, dar ett tillrackligt men mycket begriansande
villkor &r att alla griansvirden konvergerar likformigt (mer om detta senare i
kursen!). For oss forenklar det att summan ar dndlig, och att vi kénner till vissa
“snélla” egenskaper hos f.

3 Komplex tolkning

Vi Gvergar till att titta pa en komplex version av Cauchys patologiska funktion:
f(z) = e V7 zecC. (17)

Denna funktion &r analytisk pa |z| € (0,00), och med tanke pa hur f(z) sag ut
ligger det néra till hands att tro att singulariteten i z = 0 &r borttagbar. Ar det
sa? Vi undersoker Laurentserien till (17):

oo —1/¢2
. 1 e~ 1/¢
n=-—o0o
dér C ar en positivt orienterad sluten kurva som passerar runt singulariten i
origo en gang.
For att forenkla denna integral gor vi variabelbytet

d¢ = ——du. (19)

Notera att det som var en positivt orienterad kontur i det komplexa z-planet blir
en negativt orienterad kontur i det komplexa u-planet, eftersom att variabelby-
tet involverar att “byta plats” pa origo och co. For att slippa komma ihag att
C nu &r negativt orienterad byter vi riktning pa den, vilket ger ett minustecken
som tar ut tecknet framfér du ovan. Till sist far vi alltsa
Cn = 1 du ey (20)

" 27 C ’
och vi ser direkt att ¢, = 0 for positiva n, pa grund av att integranden da
ar analytisk innanfér C. For icke-positiva n har integranden en pol av ordning
|n — 1|, och

¢n = Res [e*“2u"*170} . (21)
I allménhet beridknas residyn av en funktion g(z) som har en pol av ordning m
iz =0 enligt

1 am-t

Reslg(2), 0] = o=y i oy [270(2)] (22)

Med hjélp av detta uttryck finner vi

_u2

=1 (23)

. e
co = lim u
u—0 u



och

i L 2 2 i 2 =0 24
-1 = lim — |u" == | = — lim 2ue™ =0. (24)
Hér inser vi att residyn for alla ¢, dar n &r ett udda negativt helgal kommer
att vara proportionella mot en udda ordningens derivata av e~ . Dessa &r
proportionella mot u, och residyn blir alltsa lika med noll.

Genom att fortsdtta pa samma sétt finner vi

1 1 1
o =-—1 4= = 6= —= g = — 25
C_2 ) C_4 2a C—6 67 C—8 24 ( )
och i allménhet gissar vi pa att
e 1
c_op = (—1) R k=0,1,2,... (26)

For att riktigt kunna bevisa (26) vill vi helst skriva ner ett slutet uttryck for den
n:te derivatan av e~ for att sedan genomfora ett induktionsbevis. Ett sadant
slutet uttryck ar dock bortom denna kurs, sa for tillfallet far vi ndja oss med
den begavade gissninen i (26).

Vi samlar nu ihop Laurentserien f6r f(z). Notera att variabelbytet i integra-
len (18) inte paverkar variabeln i serieutvecklingen; c_o ir koefficienten till z=2,
inte till ¥ ~2. Vi har alltsa funnit
1 1 1 1

2T 0.4 T 6.6 T ags

:i% (;)k (27)

k=0

eV =1

Det finns tva saker som &r slaende med detta resultat. For det forsta ser vi
att Laurentserien har oéndligt manga termer med negativa n; singulariteten i
z = 0 ar essentiell, vilket forklarar varfor (1) ar patologisk (ett av de hiftigaste
resultaten i komplex analys adr Picards stora sats, som siger att i varje omgivning
till en essentiell singularitet kommer funktionen i fraga att anta alla komplexa
varden; hela det komplexa talpanet avbildas pa en essentiell singularitet). For
det andra kan vi notera att Laurentserien (27) r precis Maclaurinserien till e”,
med z = —1/22. Detta #r ett betydligt littare men inte alls lika roligt siitt att
hérleda (27).



