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Sammanfattning

Verkligheten &r full av komplicerade samband. Det ar darfér manga ganger svart att
identifiera orsak och verkan inom ett komplext system. Ett exempel pa ett sddant system
ar ekonomin, ett annat dr en méngd vixelverkande partiklar. De bada systemen har vissa
saker gemensamt, diribland deras respektive storlek, och det ligger dérfér néra till hands
att forsoka tillimpa metoder fran statistisk fysik dven pa det ekonomiska systemet. Det
ar ur ett samhéllsperspektiv intressant att understka vilka parametrar som paverkar
inkomstfordelningen i ett land. Detta arbete utnyttjar bland annat entropibegreppet
for att forklara inkomstférdelningen teoretiskt utifran givna forutséttningar. Numeriska
simuleringar gbérs med samma syfte. Resultaten jamfors med tillgénglig inkomststatistik
fran Sverige och USA svarande mot ett antal olika beskattningsar. Fokus ligger pa att
pavisa de valda metodernas duglighet samt pa att undersoka hur belaning och beskattning
inverkar pa inkomstfordelningen. Slutligen studeras vad som paverkar inkomstférdelningen
hos de allra rikaste ménniskorna i en population. Det visar sig att man, genom att ta
hénsyn till vilka mikrotillstand som &r tillgdngliga i det aktuella systemet, kan forklara
valstandsférdelningens karaktdr genom att maximera en modifierad form av entropin.
Den foreslagna simuleringsmodellen visar sig i hog utstrackning stdmma Overens med
verklighetens monetéra fordelningar. Av detta framgar att vissa av den statistiska fysikens
verktyg framgangsrikt kan anvindas for att undersoka dven ett ekonomiskt system.

Abstract

Reality is full of complicated correlations. This generally makes it hard to distinguish cause
and effect within a complex system. One example of such a system is the economy; another
is a multitude of interacting particles. These two systems have some common properties,
such as their respective sizes, so it would be convenient to be able to apply methods
from statistical physics to the economical system as well. From a societal perspective it is
interesting to examine which parameters influence the income distribution of a country. In
this thesis, the distribution of income is explained theoretically with given conditions, using
the concept of entropy and similar notions. Numerical simulations are also performed for this
purpose. The results are compared to available income statistics for Sweden and the United
States for certain fiscal years. The focus lies on demonstrating the functionality of the chosen
methods and on examining how loans and taxations affect the income distribution. Finally,
an investigation is conducted regarding what influences the distribution of income among
the very wealthiest of a population. It is shown that one can, by taking into account which
microstates are accessible in a particular system, explain the nature of the distribution
of wealth by maximizing a modified form of the entropy. The proposed simulation model
proves to give a good estimate of real world monetary distributions. Hence it is evident
that some of the tools from statistical physics can also be used to successfully examine an
economical system.

Nyckelord: statistisk fysik, econophysics, inkomstfordelning, entropi, simulering
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

Genom historien har man sokt efter ett sdtt att beskriva en monetér ekonomi. Det &r i
synnerhet av stort intresse att forsta vilka ekonomiska krafter som styr monetért vélstand
i lainder. Stort arbete har lagts ned pa att utveckla diverse teorier och modeller, bland
annat for hur pengar fordelar sig i samhéllet. Trots detta &r manga aspekter och fenomen
i ekonomin svara att greppa. Dessutom fordndras ekonomin med samhéllet och dess
utveckling. Vad som paverkar ekonomin idag ar inte detsamma som fér 20 ar sedan, sa
det krévs stédndigt nya verktyg for att forsta vilka krafter som paverkar vélstand. Med
bakgrund i detta boérjade en idé formas redan i bérjan pa 1900-talet, om att applicera
matematik, med koppling i fysik, pa monetér ekonomi [1]. Tanken var att metoder hamtade
fran fysikens vérld ocksa skulle kunna anvéindas for att 16sa problem av ekonomisk karaktér.

Econophysics dr dn idag ett omtvistat filt. Medan fysiker gidrna ser mojligheter till
nya tillimpningar av sina metoder och betraktelsesitt, d&r manga ekonomer skeptiska.
Man anser att fysikerna tar sig vatten 6ver huvudet och i alltfor hog utstriackning uttalar
sig om ett &mne man alls inte kénner till [2]. Manga kan nog dessutom tycka att det
spontant kdnns langsokt att teori som utvecklats for att beskriva fysikaliska system, sasom
gaser, kan tillimpas pa kapital och kapitalfléden. Det &r darfor viktigt att podngtera att
econophysics grundar sig pa viljan att applicera tankemonster och metoder fran fysikens
varld pa ekonomiska problem, snarare &n att dra direkta paralleller mellan begrepp fran
de olika félten. Sedan vissa avgrinsande antaganden gjorts visar det sig att systemen har
manga gemensamma egenskaper. Statistisk fysik ar, precis som ekonomi, ett omrade déar
matematisk statistik med fordel kan tillaimpas pa grund av systemens storlek. Till f6ljd
déarav, giller att man genom att héamta inspiration fran de fysikaliska metoderna &ven
kan lira sig ndgot om beteenden hos det ekonomiska systemet. Utbyter personer i ett
ekonomiskt system pengar med varandra slumpmaéssigt kan detta liknas vid gaspartiklar
som kolliderar och utbyter energi. Det ekonomiska systemet, liksom gasen, kommer da
strava efter att maximera entropin. En foljd av detta ar att pengar férdelar sig 6ver en
befolkning pa ungefir samma sétt som energi fordelar sig 6ver en gas [3]. Dérmed finns en
ny, relativt outforskad, mojlighet till forbattring av existerande ekonomiska modeller.

1.2 Syfte

Detta arbete syftar till att visa pa hur metoder, inspirerade av statistisk fysik, framgangsrikt
kan anvandas for att beskriva monetéara valstand. Fokus &r att, genom modifiering av
entropibegreppet, utveckla simuleringsmodeller f6r att kunna forklara vilka krafter som styr
de monetéra fordelningarna i samhéllet. Malet ar att forklara redan existerande monetéra
vélstandsfordelningar i lander som USA och Sverige med hjéalp av framtagen teori och
agentbaserade modeller.



2 Metod

Som namns ovan syftar detta arbete till att, med hjéalp av metoder hamtade fran den
statistiska fysiken, undersoka monetéira fordelningar i ekonomiska system. Forutom analys
av befintlig inkomststatistik skapas &dven matematiska modeller som genom simulering
anvands for att dra slutsatser kring vilka krafter som paverkar den monetéra férdelningens
utseende. Efter att entropibegreppet inférts kan de uppkomna stationdrfordelningarna
motiveras analytiskt genom maximering av just entropin. Denna teknik ar direkt hdmtad
fran den statistiska fysiken.

Inledningsvis definieras och forklaras viktiga begrepp sa som entropi och multiplicitet
genom ett exempel hdmtad fran den statistiska fysiken. Dérefter motiveras varfor det ar
anvandbart att tala om de tva storheterna &ven for ett ekonomiskt system. Viktiga avgrans-
ningar papekas, samtidigt som paralleller dras mellan det fysikaliska och det ekonomiska
systemet. Sedan detta &r gjort betraktas en enkel inledande modell for slumpmaéssigt penga-
utbyte, se kapitel 4l Kortfattat gadr denna grundmodell ut pa att betrakta ett system dar
agenter slumpmassigt utbyter pengar med varandra. Intressant ar att studera hur pengarna
i slutdndan fordelar sig om transaktionerna tillats fortga under en lingre tid. Paralleller
kan dras till statistisk fysik och termodynamik, diar man studerar hur energi fordelar sig
6ver atomer i en gas. Utgangspunkten i bada fallen &dr att betrakta sannolikheter och vad
som ar den statistiskt mest sannolika distributionen utifran de givna férutsédttningarna.
En hjilp i detta ar att betrakta entropin, da den mest sannolika férdelningen maximerar
denna.

Genom modifiering av de uppsatta ramarna for den grundldggande modellen grenar
arbetet dérefter ut sig i tre huvudsakliga delomraden enligt fig. [I] Deras gemensamma
ndmnare ar att de alla ar tydligt kopplade till den ursprungliga fysikrelaterade teorin och
dess tillhorande modell. P4 sa sdtt bidrar de enskilda fokusomradena till att uppna det
mal som satts upp for arbetet, det vill sdga att forklara fenomen i ekonomin med begrepp
tagna fran statistisk fysik.

inspirerad av statistisk fysik

{ Grundmodell }

[ Skuld } [ Beskattning } [Tvéklassamhéﬂle}

Figur 1: Schematisk bild 6ver arbetets innehall. Initialt stélls en grundldggande modell
over pengautbyte upp. Denna har mycket gemensamt med den statistiska fysikens modeller
for energiutbyte mellan partiklar. Darefter manipuleras den ursprungliga modellen i syfte
att forsta dynamiken bakom skuld respektive beskattning, samt den sérskilda monetéra
inkomstdistributionen hos de absolut rikaste.

Det forsta delomradet som diskuteras ar skuld, se kapitel [5| Hér underscks hur den
monetéira distributionen paverkas om agenterna tillats skuldsédttas. Eftersom negativa
saldon nu dr mojliga, maste entropin definieras om. Maximering av denna nya entropi leder
till nya vilstandsdistributioner, vilka tas fram analytiskt sdvil som genom simuleringar.
Dérefter undersoks i kapitel [6] hur beskattning paverkar den monetéra fordelningen. Det
konstateras att inférandet av skatt paverkar tillgdngligheten hos de olika tillstanden pa ett
sadant sétt att den ursprungliga entropin aterigen méste modifieras. Denna nya entropi
anviands sedan for att prediktera och motivera det ungefarliga utseendet hos den monetéra



distributionen sedan skatt inforts. Slutligen gors i kapitel [7] en djupdykning i hur pengar
utbyts for de absolut rikaste procenten i en population. Det har av andra konstaterats
att de monetéra tillgdngarna for dessa procent foljer en annan distribution &n vad de gor
hos den 6vriga populationen |4]. Denna speciella fordelning kallas for Paretodistributionen.
Grundsimuleringens utbytesregler manipuleras &nnu en gang, detta for att férséka finna
sadana regler att simuleringen ger upphov till just en Paretofordelning.

For att underlédtta for lasaren foljer samtliga tre delomraden samma struktur om fyra
steg dér analytiska, numeriska och statistiska metoder kompletterar varandra.

1. Teoretisk hirledning diar matematiken bakom det aktuella fenomenet beskrivs
grundligt. I denna fas stélls eventuella analogier eller skillnader mellan fysik och ekono-
mi upp samtidigt som antaganden motiveras. Pa sa sétt erhalls inkomstdistributionen
analytiskt.

2. Agentbaserad simulering av det aktuella fenomenet. Genom att manipulera ut-
bytesreglerna blev det tydligt vilken betydelse olika parametrar och utbytesmonster
har fér den uppkomna fordelningen. Darmed har slutsatser kunnat dras angéende
vad som styr pengars fordelning i verkligheten.

3. Anpassning av statistisk data 6ver inkomster, hamtad fran Statistiska Central-
byran eller liknande myndighet. Sedan data fran verkligheten i nagon mén kan ses
som ett facit syftar denna arbetsfas till att bevisa att inkomstférdelningen foljer
de teoretiskt forutspadda resultaten. Dataanpassningen har utférts med hjilp av
Matlab.

4. Sammanfattning och tolkning av resultat fran bade statistisk dataanpassning
och fran simulering.

Arbetet avslutas med en mer 6vergripande diskussion, dar aterkoppling mellan resultat
och syfte gors.

2.1 Avgransningar

En viktig avgransning ar ursprunget for den statistik som anvénts vid dataanpassningarna.
Inkomststatistik fran Sverige och USA har tagits i beaktande, detta da det anses vara mer
sékert att betrakta tva inkomstdistributioner &n bara en. Valet av ldnder grundar sig delvis
i tillgdngen pa inkomstdata. Genom att jamfora lindernas respektive inkomstfordelningar
erhalles en bra bild av vilka krafter som paverkar distributionernas utseende. Utdver
inkomstfordelningar berdrs formdgenhetsstatistik 6ver svenska kommuner. Centralt f6r den
inledande teoretiska harledningen ar antagandet att varje land ses som ett slutet system.
Detta da det i en grundlaggande modell inte ar intressant att studera pengars fordelning
6ver en ekonomi om en visentlig méngd pengar kan ldcka ut fran systemet. Eftersom det
system som behandlas som isolerat kan véljas godtyckligt, och till exempel innefatta hela
véarlden, kan denna generalisering goras utan inskrankning.



3 Teoretisk bakgrund

Denna inledande teoridel syftar till att forklara begreppet entropi och vilken roll den spelar
hos ett storskaligt system. Centralt i denna studie ar energiférdelningen hos en mangd
partiklar, vilken foljer av det mest sannolika tillstandet for systemet. Detta tillstdnd uppnéas
vid storsta mojliga entropi. Nedan ges en grundlidggande forklaring for detta fenomen och
dess betydelse for partiklarna i en gas. Inledningsvis betraktas har energinivaerna hos
en sa kallad Einsteinsolid. Syftet med detta &ar att ge en kombinatorisk introduktion till
begreppen mikrotillstand, makrotillstand och multiplicitet, samt visa hur dessa relaterar till
entropin hos ett system. Fokus ar inte att ga in djupare pa hur den harmoniska oscillatorn
fungerar rent fysikaliskt utan endast att se den som en energilagrare med ekvidistanta
energinivaer. Med grund i detta exempel noteras att ett systems stationartillstand &r
det makrotillstdnd som har hogst entropi, en slutsats som mojliggér hérledningen av
den exponentiella Boltzmannfordelningen. Eftersom denna hérledning endast bygger pa
kombinatorik gar det sedan att motivera hur ett analogt tankeséitt medfor att Boltzmanns
distribution dven kan anvindas for att beskriva storskaliga ekonomiska system.

3.1 En kort introduktion till kombinatorik

For att forklara begreppet multiplicitet betraktas en Einsteinsolid bestdende av N numre-
rade harmoniska oscillatorer. En harmonisk oscillator har diskreta ekvidistanta energinivaer
betecknade med ¢,,, dir m = 0,1,2,... och ¢y ar energin fér grundtillstindet. Lat oss
betrakta ett system med M excitationer. Detta ger foljande tvang for systemet:

M M
N=> N, E=)> euN,,, (1)
m=0 m=0

dar N, betecknar antalet oscillatorer med energi €,, och E &r systemets totala energi. Da
energinivaerna, €,,, ar diskreta och ekvidistanta kan €, beskrivas av antalet energikvanta
m som finns i en viss oscillator. Av detta foljer att N, lattare kan skrivas N, och ekv.

kan skrivas som
M M
N = Z Nm’ E — Z mNm 3
m=0 m=0

dar m ar av storheten energi. Nu presenteras ett konkret exempel med en Einsteinsolid dér
N =3 och M = 3. I tabell []| nedan redovisas alla mojliga kombinationer som kan uppsta i
systemet.



Tabell 1: Har beskrivs en Einsteinsolid med N = 3 och M = 3, dar de inringade siffrorna
betecknar oscillatorerna. Med N; avses antalet oscillatorer med ¢ energikvanta vardera.
Systemets tre energikvanta kan fordelas 6ver de tre oscillatorerna pa 10 olika sdtt som
visas har nedan. Dessa tio kombinationer &r uppdelade vertikalt i tre olika grupper efter
hur manga energikvanta som finns i varje oscillator. Antalet permutationer i varje grupp,
Q, har skrivits ut till hoger i tabellen.

ONONO)

N =3

I 1 1 Q=1
Nog=2,N3=1

3 0 0

0 3 0 Q=3

0 0 3
No=1,Ni=1, Ny =1

0 1 2

0 2 1

1 0 2

1 2 0 Q=6

2 0 1

2 1 0

Med hjélp av tabell [I] ges nu en forklaring till begreppen mikrotillstand, makrotillstand
och multiplicitet. De 10 olika kombinationerna i tabellen kallas mikrotillstdnd. For att
specificera ett mikrotillstand for Einsteinsoliden maste vi veta hur manga energikvanta
som befinner sig i var och en av de numrerade oscillatorerna. Om vi istéllet vill specificera
Einsteinsolidens tillstand mer allmént, genom att bara séga hur manga oscillatorer som har
0, 1,2 respektive 3 energikvanta, kallas detta ett makrotillstand. Genom att kénna till
vilket mikrotillstdnd som géller for systemet gar det alltid att sdga vilket makrotillstand
det befinner sig i. Till exempel motsvarar det nést dversta mikrotillstandet i tabellen, 3-0-0,
makrotillstandet med Ny = 2, N3 = 1. Det motsatta géller dock i regel inte: om vi endast
vet att exakt en oscillator har tre energikvanta gar det fortfarande inte att siga nagot om
den individuella energinivan for varje oscillator, da det finns tre mikrotillstand som svarar
mot detta makrotillstand [5]. Antalet mikrotillstand som svarar mot ett givet makrotillstand
kallas for makrotillstandets multiplicitet, 3 i detta fall. Multipliciteten betecknas med
och har skrivits ut till hoger i tabellen for vart och ett av de tre makrotillstanden. Da 2
visar pa hur manga séitt ett visst makrotillstand kan uppkomma &r den ett direkt matt pa
hur sannolikt detta makrotillstdnd &dr. Sannolikheten fas som vanligt genom

p— antal lyckade utfall

(2)

 antal mojliga utfall

Fran ekv. och med multipliciteterna 2 fran tabell [1| ovan samt att det totala antalet
mikrotillstdnd ar 10, fas sannolikheterna for Einsteinsolidens olika makrotillstand enligt
féljande:
P(Ny =3)=1/10
P(Nyg=2,N3=1)=23/10
P(No=1,N; =1,N, =1) =6/10 .



Detta visar att det minst sannolika makrotillstandet dr det dér energikvantumen é&r
fordelade jamnt 6ver oscillatorerna. Makrotillstandet dar de tre oscillatorerna har 0,1
respektive 2 energikvantum vardera ar det mest sannolika. Vid en aterblick till tabell
bekriftas detta; mikrotillstdndet N1 = 3 kan bara uppkomma pa ett siatt och bor darfor vara
minst sannolikt. Slutsatsen att ett makrotillstand med hog grad av ”jamlikhet” generellt
sett ar mycket osannolikt dr grundldggande i detta arbete. Nu betraktas ett allméant fall:
en Einsteinsolid med N oscillatorer och M energikvanta. Aven hér #r det intressant att
faststélla multipliciteten for ett givet makrotillstind, med en viss uppséttning av IV,,,. Da M
energikvanta ska placeras ut 6ver N numrerade oscillatorer foljer formeln fér multipliciteten

kombinatoriskt:
NI

© No! Ni! . Ny ®)
Denna formel hirleds i Appendix [A] Nésta steg dr att beskriva hur mer komplicerade
system beter sig. Genom att studera energiutbyten mellan tva vixelverkande Einsteinsolider
kommer man fram till att det spontana energiflodet avstannar nir ett system nar sitt mest
sannolika makrotillstand. Fluktuationer kring detta jamviktslage &r mojliga, men &r ofta
for sma for att métas. Denna lag om 6kande multiplicitet dr en version av den valkédnda
termodynamikens andra huvudsats. Viktigt att notera ar att detta &r ett konstaterande om
att det dr otroligt osannolikt att ett system skulle bete sig pa ndgot annat sitt. Pastaendet
blir &nnu starkare for mycket stora system [5].

For att finna stationartillstandet for ett givet isolerat system récker det alltsa att iden-
tifiera det makrotillstdnd som har hogst multiplicitet. Att explicit berdkna sannolikheterna
blir éverflodigt. Eftersom multipliciteter for storre system blir mycket stora tal, som &r
svara att arbeta med &ven med datorhjalp, logaritmeras multipliciteten. Detta ger en
storhet av mer hanterbar storlek. Logaritmen av multipliciteten kallas entropi, S, och for
att ge ratt enhet multipliceras den &ven med Boltzmanns konstant kp. Formeln for entropi
hos ett slutet isolerat system ar darmed

Q

S=kpln(Q) .

Da logaritmen &r en monotont vixande funktion kommer maximering av entropin implicera
maximering av multipliciteten. Taget ur detta ssmmanhang, ar entropi en tillstdndsfunktion
som ger ett matt pa hur "oordnat” ett system &r; entropin &ar noll i en Einsteinsolid vars
energikvanta ar precis jamnt férdelade 6ver oscillatorerna. Allt eftersom ett system blir
mindre vilordnat sa stiger dess entropi, samtidigt som systemet blir mer stabilt [5].

Vidare i arbetet kommer Boltzmanns konstant séittas till kg = 1. Entropin kommer
endast vara ett matt pa multiplicitet for kommande system, darmed kommer sjilva enheten
for storheten inte vara av intresse. Hadanefter anvinds en ny entropi som definieras

S =1n(Q) . (4)

3.2 Jamviktsfordelning da entropin maximeras

Malet med detta avsnitt ar att finna en statistisk jamviktsfordelning genom att maximera
entropin, ekv. . Omskrivning av denna ekvation med hjélp av vanliga logaritmlagar ger

NI
No! Nyl ... Naf!

Stirlings formel lyder som bekant

S=In(Q) =In( ) =In(N!) —In(No!) — ... —In(Np!) .

In(z!) ~ zIn(x) — x,



dér uttrycken ar sa gott som ekvivalenta for stora x. Med definitionen av 2 fran ekv.
ovan ar det nu mojligt att med hjélp av Stirlings formel hirleda ett nytt uttryck for entropin
S. Har antas N vara mycket stort och det gar ddrmed att utan inskrdnkning anvénda strikt
likhet i Stirlings formel:

S = (NIIIN—N) - (NolnNo—Ng) — . (NMlnNM —NM)
=S5S=NInN-NolnNg— ... = NpyyInNpy — N+ Nog+ ...+ Ny .
Definitionen av N ger
M
N=> Np=No+..+Ny
m=0
M
= S=NInN—-NolnNg—... = NyInNyy =NInN = > NpyIn Ny, .

m=0

Eftersom alla mikrotillstdnd antas lika sannolika, &r sannolikheten att observera en specifik
uppsattning N,, proportionell mot antalet méjliga mikroskopiska realisationer av denna
uppséattning. Sannolikheten &ar alltsa proportionell mot 2. Slutsatsen kan da dras att den
mest sannolika uppséttningen av N, dr den som maximerar €2 under vissa férutsdttningar.
Detta &r analogt med att maximera S da logaritmen ar en monotont vixande funktion. For
ett slutet system kan det antas att antalet atomer samt den totala energin &r fixa, enligt
ekv. ovan. For att 1osa detta optimeringsproblem och samtidigt implementera dess
avgriansningar infors Lagrangemultiplikatorerna « och 5. Med hjilp av dessa konstrueras
Lagrangianen L enligt

M M
L=S+a) Nu—B8> mNy,.
m=0 m=0
Extrempunkter fas nu genom fTLm =0 V N,,. Enligt harledning i appendix blir resultatet:

InN+1—InN,, —1+a—m=0

Np, Np,
= 1 —_— = — = — = a—ﬁm .
v T pm N ~°
Det gar darmed att dra slutsatsen att det relativa ockupationstalet P(m) = —]\]f\’,” for

tillstdnd m beror exponentiellt av tillstindets energi m. For att fa en ekvation med
tydligare fysikaliska tolkningar skrivs nu

P(m) = 5 = ¢o=pm — o~(m-)/T (5)

déar parametrarna T = % och p = oT kan liknas vid temperatur och den sa kallade kemiska
potentialen (som ej dr viktig i detta sammanhang) for systemet. Vardena pa o och 8 kan
nu bestdmmas genom att substituera ekv. iekv. och se till att villkoren ar uppfyllda
for givna N och E:

M

1= Z e Bm
m=0
M

E a—pBm
— = Z me ,
N m=0

som kan l6sas explicit for ett system med givna uttryck fér m. Sannolikheten for att en
atom ska befinna sig i ett tillstind med energi m ar enligt ekv. ([5) proportionell mot



energin, det vill sdga P(m) e~™T Med detta i dtanke gir det att generalisera m
till en kontinuerlig variabel, vilket medfor att alla summor i hirledningen ersétts med
motsvarande integraler. Da P(m) avtar mycket snabbt med m kommer sannolikheten
for tillstand med hoga energier i princip vara obefintlig. Da M — oo kommer de sista
termernas bidrag till sannolikhetsférdelningen vara minimal och denna utékning kan dérfér
goras utan inskriankning.

Sannolikheten som erhalls i ekv. kallas Boltzmannférdelningen och &ar en av de
fundamentala lagarna inom omradet for studier av statistisk fysik i jamviktstillstand. Da
dess héirledning endast bygger pa sannolikhetslara kan den anvéndas for att beskriva
statistiska system i allménhet, till exempel en ekonomisk marknad med méanga agenter.
Inom en ekonomi &ar det uppenbart att varje aktor ar urskiljbar fran sin omgivning tack
vare sin ménskliga identitet. Har ar det lampligt att anvdnda Boltzmannférdelningen, som
tar hénsyn till att man vill halla isér aktorerna i systemet.

3.3 Koppling till ekonomiska system

Energiférdelningen 6ver en klassisk gas dr kontinuerlig, men korrelerar mot Boltzmannfor-
delningen precis som energin i en Einsteinsolid. Trots att det handlar om ett helt annat typ
av system, visar det sig att ett system av agenter som slumpmaéssigt utbyter pengar med
varandra kommer bete sig liknande. Eventuella motiveringar till antagandens rimlighet
kommer utvecklas i foljande kapitel dér studiens grundmodell presenteras.

I denna analogi antas gaspartiklarna motsvara agenter med tillgdngar och den totala
energin motsvaras av den totala méngden pengar i systemet. Tva viktiga antaganden som
kravs ar att médngden pengar ar bevarad och att systemet har natt jamvikt, alltsa sitt mest
sannolika tillstand. Om inget annat specificeras far alltsa méngden pengar som cirkulerar
i systemet antas vara bevarad, inget tillfors eller forloras. Enda séttet for gaspartiklar, i
ett slutet system, att dndra sin energi ar att kollidera och utbyta energi med en annan
partikel. Likasa skapar individer i ett samhélle inte pengar sjdlva utan inkomst erhélles
genom transaktion med andra individer.

Att fordelningen &r stationdr och ddrmed inte fordndras mycket i tiden, annat dn en
mycket langsam 6kning av medelinkomsten till f6ljd av inflation, ar ett beteende som
observerats i tidigare studier av inkomstférdelningar 6ver langa perioder [3]. Ett undantag
for jamviktsvillkoret tas upp i kapitel [/} Héar diskuteras inkomstférdelningen hos de f&
procent som har allra hogst inkomst och varfér de kan avvika fran den grundmodell som
presenteras i nista kapitel.

For att systemet ska kunna na jamvikt krévs dven ett randvillkor som begrédnsar
agenternas saldo till enbart positivt. Detta motsvaras av att partiklarna i en gas alltid har
positiv energi. Undantaget for detta villkor &r modellen med skuld i kapitel [5| dér lan och
dess paverkan pa ekonomin studeras. Skulden i den hér modellen kommer daremot alltid
att vara begréansad.



4 Den grundliggande modellen

I foregéende kapitel, kapitel [3] betraktades en Einsteinsolid bestaende av NV oscillatorer vilka
kunde exciteras av diskreta energikvanta. Det understktes hur den totala energin fordelade
sig over oscillatorerna. Detta gjordes genom maximering av entropin, S = In(£2), under
bivillkoren att antalet oscillatorer liksom den totala energin var konstant. Multipliciteten,
), gavs av uttrycket

N!
= No N I (6)
No! Nyl .. Nyy!
Detta resulterade i ett uttryck for fordelningsfunktionen P(m) sedan systemet uppnatt
statistisk jdmvikt och ddrmed uppnatt sitt mest sannolika tillstand. Funktionen P(m) ges
av uttrycket

Q

P(m) = =2 = > = ¢~ (m=u/T (7)

och beskriver sannolikheten att nagon oscillator innehar exakt m energikvanta. Denna
sannolikhet avtar exponentiellt med antalet energikvanta. Vad som nu &r intressant, och
vad detta arbete syftar till, 4r att tillampa dessa teorier pa ekonomiska system. Sa istéllet
for att betrakta en Einsteinsolid med oscillatorer och energikvanta ska nu ett ekonomiskt
system med agenter och pengar betraktas. Matematiskt ar skiftet enkelt att genomféra da
oscillator och agent respektive energikvanta och pengar kan overséttas direkt mot varandra.
Hérledningen i kapitel 3| kan alltsa appliceras rakt av pa det ekonomiska system man véljer
att betrakta. Detta betyder att da férdelningen av pengar 6ver agenter undersoks sa vintas
samma exponentiella fordelning som i ekv. . Denna ekvation skrivs nu om till

1
P(m) = —e ™Tm 8
(m) =~ ®)
dar P(m) ar sannolikheten att finna en agent med m pengar. Z dr en normeringsfaktor,
aven kallad partitionsfunktionen, och dr summan av alla tillstand:

oo
Z = Z e~/ Tm
m=0

Summan tas 6ver alla tillgdngliga tillstand. Pengatemperaturen, T),, definieras som me-
delkapitalet for varje agent. Enheten for pengatemperaturen ér pengaenhet, till exempel
kronor eller dollar.

I detta avsnitt foreslas en simuleringsmodell som modellerar slumpvis pengautbyte for
en avgriansad population. Forst motiveras antagandet att modellen &r representativ for
ett stort ekonomiskt system. Sedan presenteras resultatet av simuleringen och jamfors
med den tidigare hirledda exponentialférdelningen. Det understks ocksa hur systemets
entropi fordndras da pengaférdelningen blir alltmer stationér. Slutligen jamfors resultatet
av simuleringen med aktuell data for ett riktigt ekonomiskt system: inkomststatistik fran
USA. Jamforelse mellan resultaten fran simuleringen och dataanpassningen ger en god
indikation pa huruvida modellen stimmer 6verens med verkligheten.

4.1 Simuleringsmodellens bakgrund och konstruktion

Modellen gar ut pa att undersoka hur M pengaenheter fordelar sig 6ver N agenter da allt
pengautbyte sker slumpmaéssigt. Notera att M for simuleringsmodellen ar dndligt, detta
for att mojliggéra numerisk implementation. Inledningsvis fordelas pengarna jamnt sa



att varje agent startar med ett kapital pa m = M/N. Sedan utfors vid varje tidssteg en
transaktion mellan tva slumpvis utvalda agenter:

mi(t+ 1) =m;(t) + Am (9)
mj(t+1) =m;(t) — Am , (10)

dar m;(t) och m;(t) ar den i:te respektive j:te individens kapital vid tiden ¢. Am &r virdet
av transaktionen mellan agent ¢ och j. Transaktionerna kan betraktas som ett medel for
distribuering av pengar. I och med att pengarna far méjlighet att omfordela sig genom
transaktioner blir alla mikrotillstand teoretiskt sett tillgdngliga. Intressant ar att undersoka
huruvida det uppstar en stationér férdelning och hur den da ser ut. Vért att papeka ar att
det totala antalet pengar i systemet, M, ar konstant da inga nya pengar introduceras. Hur
denna simulering kan modellera ett stort ekonomiskt system &ar inte uppenbart utan kréver
vidare forklaring och argument. Dessa presenteras nedan.

4.1.1 Hur dr denna modell representativ for ett stort ekonomiskt system?

Simuleringen modellerar ett slutet ekonomiskt system med ett fixt antal agenter och en fix
mangd pengar. Detta slutna system skulle till exempel kunna vara ett land med ett visst
antal invanare och en fix summa pengar i omlopp.

Transaktioner av pengar (kop av varor och tjinster, utbetalning av 16ner med mera)
antas ske helt slumpmaéssigt. Fullstdndigt slumpmaéssiga transaktioner implicerar att alla
agenter har samma forutsdttningar till att ge och att fa pengar. Detta medfor i sin tur att
det mest grundlidggande antagandet i den statistiska fysiken kan goras: alla tillgangliga
mikrotillstand &r lika sannolika (for ett isolerat system i termisk jamvikt)[5]. Da detta
géller kan teorin om maximering av entropi tillimpas. Som vi har sett i kapitel [3| kan man
genom att maximera entropin berdkna hur pengarna férdelar sig 6ver agenterna pa det
mest sannolika séttet. Detta resulterar i en Boltzmannfordelad distribution, se ekv. ().

4.1.2 Resultat av simulering

Antalet agenter, N = 10 000, och det totala antalet pengar, M = 100 000 pengaenheter,
medf{or att varje agent initialt tilldelas 11%0 000000 = 10 pengaenheter. Vért att ndmna ar att
entropin i detta 6ppningsskede ar noll: Antalet agenter Ny, N1, ... N1gg 000 = 0, V19 = 10 000.
Insédttning av detta i formeln for multipliciteten fran ekv. ger ) = 1 vilket i sin tur
ger S = 0. En transaktion utfors enligt ekv. (9) och for den aktuella modellen véljes
Am = 1. Ett bivillkor som infors ar att en agent aldrig kan ge bort mer 4n vad den har i
kapital, vilket medfor att minsta mojliga varde pa m ar noll. Foér att en transaktion ska
dga rum maste alltsa m;(t) > Am. Simuleringen kérs nu i 100 miljoner tidssteg i ett férsok
att uppna den stationéra fordelningen. Resultatet visas i fig. [2a] I fig. 2] illustreras hur

entropin fordndras med tiden.
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(b) Entropin, S, under férloppet av simuleringen. Att
(a) Histogram &ver fordelningen av pengar efter 100 entropin 6kar véldigt lite i slutet tyder pa att en statio-
miljoner slumpméssiga transaktioner. Den exponentiel- nir fordelning har uppnétts. Entropin har maximerats.
la anpassningen ar av formen O.]_efrn/Tm7 for Tm =10 Efter 106 iterationer Sker ingen storre fijréindring, det
pengaenheter. slutgiltiga vardet blir 33 458.

Figur 2: Simulering av en grundlidggande agentbaserad modell 6ver ett ekonomiskt system.
Simuleringen kérdes i 10® tidssteg (iterationer).

Det ar tydligt att fordelningen i fig. ar exponentiell. En exponentiell anpassning
ar gjord med ekv. 0.1e=™/Tm T, = 10 pengaenheter. Entropin beriiknas med uttrycken i
ekv. , ekv. @ och Stirlings approximation. I fig. [2b|illustreras hur entropin &ndras under
simuleringens gang. Att entropidkningen avstannar beror pa att en stationér férdelning
har uppnétts. Genom att endast betrakta entropiutvecklingen under simuleringen kan det
konstateras att fordelningen har konvergerat. Slutviardet av entropin, vilket ar entropin
for fordelningen i fig. blir S ~ 33458. Detta motsvarar ett virde pa multipliciteten i
storleksordning 101 990, Tydligt &r att entropin hela tiden 6kar, och att maximal entropi
uppnas nar distributionen ar exponentialfordelad, vilket stdmmer Gverens med hérledning-
arna i kapitel 3| Ju fler transaktioner, desto mer exponentialférdelad kommer fordelningen
alltsa att bli tills det att jamvikt uppstar.

Det ar intressant att betrakta mer dn bara start- och slutskedet av modellen for att
undersoka hur fordelningen uppkommer éver tid. I fig. [3] illustreras detta tillsammans med
virdet pa entropin for den specifika férdelningen.
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(a) Histogram o6ver fordelningen av pengar efter (b) Histogram over fordelningen av pengar efter
50 000 transaktioner och entropin for den givna 500 000 transaktioner och entropin for
fordelningen. den givna fordelningen.

Figur 3: Histogram 6ver férdelningen av pengar efter 50 000 respektive 500 000 transaktioner.
Entropin fér den givna férdelningen ar ocksa illustrerad. Observera skillnaden i skalningen
mellan y-axlarna i fig. @ och fig. @

Simuleringen inleds med att alla agenter har 10 pengaenheter vilket motsvarar en 1
enhet hog stapel vid virdet 10 pa x-axeln. Direkt vid start kommer distributionen bérja
diffundera. I fig. [3a] observeras hur en Gaussisk distribution uppstar pa grund av detta. I
och med att agenterna inte tillats ha negativt saldo fungerar nollan som en slags barriér,
som gor att antalet agenter borjar byggas upp mot den vilket ses i fig. Bbl Sedan formas
sakta men sédkert den slutgiltiga distributionen som kan observeras i fig.

4.2 Dataanpassning

Det ar nu intressant att jimfora resultatet av simuleringen med statistik baserad pa
verklig data. Optimalt hade varit att titta pa ndgon form av férmoégenhetsférdelning, till
exempel kontosaldon fér en stor bank. Sadan statistik &r dock svar att fa tag pa. Om
antagandet gors att personer med hog inkomst ar férmogna och personer med lag inkomst
ar mindre formogna sa kan statistik Over inkomster anvindas for samma syfte. Denna
data dr ocksa mycket mer littillganglig. I fig. [4 illustreras inkomstfoérdelningen i USA &r
2003. Datan dr hdmtad fran den amerikanska statliga myndigheten US Census Bureau
[6]. T figuren &r ocksa en exponentiell anpassning, 0.14 - e="/Tm med T, = 40112 dollar,
utritad. Inkomstférdelningen ar inte helt exponentialfordelad men tendensen &r tydlig. Den
storsta missanpassningen ar vid nollan, nagot som skulle kunna forklaras med att det ar
dér skatter och bidrag har storst paverkan. En simuleringsmodell med skatt och bidrag
behandlas i kapitel [6]
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Figur 4: Sannolikhetsférdelning 6ver inkomster i USA ar 2003, med exponentialanpassning.
Datan &r fran US Census Bureau [6] och avser total inkomst fran tjénst, kapital och
eventuella statliga bidrag fér personer arton ar eller aldre.

4.3 Sammanfattning och tolkning

I det har avsnittet har metoder och begrepp fran statistisk fysik, sdsom entropi och
maximering av denna, anvints som utgangspunkt vid undersokande av pengadistributioner
for stora ekonomiska system. Den teoretiska hirledningen i kapitel [3] och den simulerade
modellen i fig. 2| resulterade bada i en exponentialfordelning, eller Boltzmannférdelning.
Vid undersokning av inkomststatistisk fran ett riktigt ekonomiskt system finns tydliga
tendenser till att d&ven denna ar exponentialférdelad. Detta styrker de framférda teoriernas
riktighet. Modellen presenterad hér ar grundldggande och enkel i sin utformning, och den
har vissa begrdnsningar. Genom att modifiera modellen skulle man kunna underscka andra
aspekter i ett ekonomiskt system. Ett sddant exempel dr att agenterna tillats ha negativa
saldon for att underséka begreppet skuld, vilket &r en intressant tillimpning som kommer
att presenteras i kapitel [5| En annan modifiering som kan goras &r att infora yttre faktorer
som jamnar ut fordelningen. Detta skulle kunna liknas vid skatter och bidrag och kommer
att undersokas vidare i kapitel [6]
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5 Modeller med skuld

For att kunna beskriva fallet nér agenterna i grundmodellen fran kapitel 4] tillats ha negativa
saldon betraktas hur vélstandsférdelningarna som observerades i avsnitt paverkas
nér begreppet skuld inférs. Skuld ar ett fenomen som uppkommer nar en individ i ett
samhélle lanar pengar utover sina tillgangar, vilket kan tolkas som att personer med skuld
har negativa saldon. Nar detta intrédffar kan man se det som att banken har skapat pengar
som inte tidigare fanns. Det ar i synnerhet skapandet av pengar som orsakar instabilitet i
ett ekonomiskt system och har skapat var tids storsta finansiella kriser [7].

Risken med skapandet av pengar ar att en ekonomi snabbt kan fa hoga tillgdngar utan
underliggande virde. Om det ekonomiska systemet i fraga inte skapar nagot virde utan
endast lever pa lan fas en situation dir mer lan maste tas. Detta kan leda till randvillkor
dér ekonomin tillater obegrédnsade 1an. Vid obegransade skuldvillkor kan aldrig den agent-
baserade modellen stabilisera sig och ar saledes inte hallbar [7]. Detsamma géller for en
ekonomisk marknad. Av detta skél tvingas banker ha en sa kallad reserveringsgrad r, som
anger den andel pengar banken méste ha tillginglig av alla insédttningar. Reserveringsgraden
bestdms vanligtvis av landets centralbank och &r en parameter som direkt paverkar vad
som kan betraktas som landets skapande av pengar [8].

I avsnitten presenteras forst en enkel agentbaserad skuldmodell dir varje agent har
ett maximalt l&nebelopp. Senare utvecklas och utreds en mer komplicerad modell som tar
héansyn till reserveringsgraden r; detta innebér att det finns ett skuldtak for hela ekonomin
och inte bara pa individniva. Till sist anpassas data fran Statistiska Centralbyran [9] dver
Sveriges skulder till den senare modellen. Mycket intressant ar att, genom simulerade
modeller och anpassning av data, forsoka faststdlla hur reserveringsgraden r paverkar
véilstand och stabilitet i en ekonomi.

5.1 Enkel agentbaserad modell med skuld

I den agentbaserade grundmodellen fran avsnitt tilldts agenterna aldrig ha ett negativt
saldo, det vill sdga m > 0 for alla agenter. I ett ekonomiskt system kan emellertid negativa
saldon férekomma, vilket definieras som att man har mer skuld &n finansiella tillgdngar.
For att gora en forsta realisering av detta villkor tillats agenter med noll i saldo fortfarande
utfora transaktioner. Detta medfor ett negativt saldo for skuldsatta agenter. I detta avsnitt
redovisas teori och utbytesregler for den enkla agentbaserade skuldmodellen. Pa slutet
redovisas simulerade resultat fran denna.

5.1.1 Teori for enkel skuldmodell

Grunden for teorin i denna modell &r densamma som i kapitel 4l Skillnaden ar att agenterna
nu tillits ha negativa saldon, det vill siga m < 0. Detta paverkar inte uttrycket for
multipliciteten € fran kapitel [4] eftersom tillstanden fér negativa saldon behandlas pa precis
samma sitt som for positiva. Faktumet att uttrycket for multipliciteten inte har &ndrats
medfor att exponentialférdelningen, ekv. (8]), d&ven denna gang uppkommer for agenternas
tillstand (saldon). Observera dock att den undre grénsen forskjutits och har blivit negativ
istéllet for noll pa grund av de negativa tillstanden.

Pengarna kommer fortfarande vara bevarade eftersom systemet dr slutet och alla
utbyten sker mellan tva agenter. Detta innebér att vintevirdet (m) r detsamma som fallet
utan skuld, det vill siga T,,, = (m), dven sedan skuldbegreppet inforts. For att se effekten
av detta pa fordelningen, begriansas skulden for varje agent till nagot my < 0. Véntevirdet
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berdknas sdledes enligt foljande:

>~ 1 >~ 1
T = (m) = / m—e ™ T dm = / m—/e*m/o‘dm =a+my
0 4 mqg Z

= a=T,—mq.

Da mg < 0 kan « skrivas som
a =T, + |mg|,

vilket innebér att den nya exponenten kommer minska i belopp nér |mg| blir storre. Detta
resulterar i att lutningen pa férdelningen minskar nér agenterna tillats fa negativa saldon.
Ju storre tilliten skuld, desto flackare blir férdelningsfunktionens lutning. Tillstanden
svarande mot ett hogre saldo kommer darfér att bli mer sannolika pa bekostnad av att
negativa saldon nu existerar, se fig. [5| nedan. Ett viktigt randvillkor &r att my dr begrdnsad.
Om my inte ar begransad kan agenterna skuldséttas oédndligt och fordelningen divergerar.
Detta kan forklaras av att tillstdndssumman (partitionsfunktionen):

7! — Z efm/a7

m=mg

divergerar nir mg — —oo. Man kan ocksd anvinda resonemang direkt kopplade till
simuleringsmodellen i avsnitt om att agenterna aldrig nir en barridr. Darfor ror sig
agenterna mot lagre saldon och nar aldrig nagon stationdr punkt.

Man kan tédnka sig att ett negativt saldo uppstar da en agent har mer skuld &n
finansiella tillgdngar. D& &r summan av alla negativa saldon lika med de totala lan som
banker beviljat. Med detta tankesédtt har man effektivt 6kat antalet pengaenheter med my
for varje agent som har saldo > 0. Det ar dock béttre att anvinda detta tankesétt i den
realistiska utldningsmodellen i avsnitt [5.2.1]

5.1.2 Simuleringsmodell

Simuleringen utfors s& som tidigare beskrivits i avsnitt [£.1.2] med den enda skillnaden
att randvillkoret for minsta saldot ar satt till ett negativt virde mg < 0 istéllet for noll.
Utbytet av pengar Am blir da

Skillnaden &r att den givande agenten j nu dven kan ha saldo mg < m;(t) < 0, utéver de
tillatna (positiva) vardena fran modellen i kapitel 4} Darmed kan det finnas agenter med
negativa saldon som ocksa maste réknas in nér fordelningsfunktionen tas fram.

5.1.3 Resultat av simulering

Nedan i fig. [5]redovisas resultatet fran de utforda simuleringarna av modellen fran avsnitt
I simuleringen anvindes N = 20 000 agenter, vilka inledningsvis tilldelades m = 4
pengaenheter. Transaktionens storlek valdes precis som i kapitel |4] till Am = 1. Antalet
utforda iterationer var 10 miljoner.
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P(m)

(a) Agenters saldo utan skuld, mg = 0 pengaenheter. (b) Agenters saldo med skuld, my = —7 pengaenheter.

0.25 Agenters saldo H}Ed Skulfi md = O Agenters saldo med skuld mg = —7
0.08 f
021 = Simulerad fﬁrdel;ff:f ] e ~ = Simulerad férdelning
‘ P(m) = 0.19¢~™/*+ s P(m) = 0.045¢ /118
0.06 - s‘
0.15 4 \
\ B
o1l & 0.041
0.05 + J 0.02 +
0 0 I [T TP
-10 0 10 20 30 40 50 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70
Pengar per agent, m Pengar per agent, m

Figur 5: Figurerna visar de stationédrférdelningar som uppstar nir den tillatna skulden
mq andras fran 0 till —7 pengaenheter for varje agent. Har syns att de mest sannolika
tillstanden ar nidra m = —7 pengaenheter sedan skulden inforts i modellen. Notera hur
lutningen minskar nér skulden lagts pé, detta da konstanten i exponenten 6kat.

Nar skuldtaket for varje agent sattes till my = —7 pengaenheter sé skiftades fordel-
ningens startpunkt, som vintat, fran m = 0 till m = mq = —7 pengaenheter. Vantevardet
(m) forblev konstant med (m) = 4 pengaenheter i bada fallen. I fig. [5a] 4r exponenten
T, ~ 4 pengaenheter, vilket precis som vantat ar (m). I fig. ar exponenten o ~ 11
pengaenheter, vilket &r vintat enligt formeln oo = T, + |my|. Notera att kurvans minskade
lutning i fig. [pb| medfor att det dr hogre sannolikhet att ha mer pengar. Eftersom pengarna
ar konserverade sa blir detta pa bekostnad av de agenter med negativt saldo.

Centralt i denna modell dr att de mest sannolika tillstdnden &r de med hogst skuld.
Rimligheten i detta resultat kan diskuteras, och gors sd i avsnitt [5.5.1] T avsnitt [5.2.7]
utvecklas en ny, mer realistisk, skuldmodell. Har tas hadnsyn till att banken haller begréns-
ningen av totala skulden, samt att sannolikheten inte 6kar att vara belanad vid hogre
skulder.

5.2 Realistisk penningmodell

For att ge en mer realistisk beskrivning av det verkliga utlaningssystemet kan grunderna i
penningteori anvindas. Tanken ar att knyta samman den fysikbaserade statistiska modellen
med de traditionella ekonomiska modellerna fér skuld. Det som gbr omradet intressant
ar att vi genom simuleringar och teoretiska hérledningar kan férsta hur vissa parametrar
paverkar det ekonomiska system vi lever i. Framsteg inom omradet kan ge en betydligt
storre insikt och forstaelse for hur ekonomiska system beter sig én de traditionella teorierna.
Fokus ligger pa att understka hur parametrar som reserveringsgraden r och insdttningstill-
gangar paverkar vilstdndet i ett monetért ekonomiskt system. Den grundliggande teorin i
avsnitt bygger pa ett tidigare arbete som gjorts av Wang [§].

5.2.1 Teori for monetar ekonomi med statistisk mekanik

I en ekonomi finns en monetér bas My som bestar av bankers reserver i tillgangar (kontanter,
ravaror med mera) och virdet av de pengar som befolkningen haller i form av fysiska
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kontanter. Saledes definieras den monetara basen som
My=C+R,

dar C' &ar viardet av fysiska kontanter som befolkningen haller och R &r den totala pengare-
serv bankerna innehar. Det monetéra aggregatet, mangden pengar som befolkningen har
tillgdnglig, definieras enligt

M=C+D, (11)

dér C &r definierad som tidigare och D &r den méngd pengar som &r insatta pa bankkonton.
Reserven R som banken innehar kan delas upp i tva delar: 6verskottstillgdngar Rp (som
banken far lana ut) och kravda tillgdngar Rp = rD (som banken inte far lana ut), dar r ar
reserveringsgraden. R kan alltsa betecknas som

R=Rg+ Rr=Rg+rD. (12)

For att gora teorin mer enhetlig med kommande simuleringsmodeller kan man alltid anta
att summan kontanter som hélls av befolkningen ar noll, det vill siga C' = 0. Kombineras
ekv. och ekv. under antagandet att banken maximerat sitt utlanade, Rg = 0, fas

uttrycket:
M,
M=="2 (13)

r

Det monetéra aggregatet M har nu vuxit med en faktor % da banken ldnat ut sin reserv
RE. Det som tydligt framgar i forhéllandet ekv. ar att M > My eftersom 0 < r < 1.
Om exempelvis den monetéira basen My bestar av 1 pengaenhet sd kommer det monetéra
aggregatet besta av % pengaenheter. Enkelt forklarat dr det denna process som leder till
skapandet av pengar. Se avsnitt for en mer detaljerad beskrivning av hur detta gar
till. Ett matt pa hur mycket pengar en bank totalt kan lana ut, givet en reserveringsgrad
r, definieras som lanevolymen L enligt
L= Mo _ My . (14)
r

Fran ekv. ser man tydligt hur lanevolymen minskar nédr r ékar. Nar » = 1, vilket
innebéar att alla banker maste férvara inséttningar i reserver, blir lanevolymen L = 0. Det
ar utifran detta tydligt att en ekonomi som sétter en 1ag reserveringsgrad ger sin befolkning
en stor tillgdnglig lanevolym. Om r — 0 sa gar L — oo vilket visar att om bankerna ej
har en begridnsning sa kan de lana ut odndligt mycket. Detta visar sig ocksa vara fallet
vid simulering i avsnitt M skulle ocksa bli odndlig d& banken skapar odndligt med
pengar. Darfor begrénsas r till 0 < r < 1.

Nu distribueras ett monetart vilstand, M, 6ver ett diskret antal agenter, N. Antalet
agenter med saldo m > 0 och m < 0 betecknas som n,,,+ respektive n,,—. Det totala antalet
agenter kan ddrmed skrivas som

N:an+ +an— .
mt m=

Om antalet mikrotillstind 2 berédknas som tidigare fis med dessa beteckningar:

N!

I_ImJr nm“'! Hm* nm*! .

0=

Anvénds termodynamikens andra huvudsats (multipliciteten tenderar att 6ka) sa kan
man anta att stationdrférdelning ges da ) natt sitt maximum. Darmed postuleras att de
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totala pengarna for agenterna med positivt saldo M, och negativt M_ nar sina stationéra
teoretiska varden da () nar sitt maximum och hela fordelningen nar sitt jamviktslage.
Saledes forvintas

My =Y nprm =M = 5

-
M_ :Zm_nmfm’:—L:Mo—% ,

nér fordelningen uppnatt detta lige. For att finna maximum av €2 kan man som tidigare,

se avsnitt anvinda Lagranges multiplikatormetod. Det differentiella maximeringspro-

blemet blir

dn(Q) — adN — BdM, +~dM_ =0 , (15)

dér a > 0, 8 > 0 och v > 0 ar multiplikatorer som maste bestdmmas. Losningarna till
denna ekvation ar pa formen

ny(m) = Noe™P™ ¥m >0
(16)
n_(m) = Noe?™ Vm <0,

dar Ny = e~ ar antalet agenter med m = 0, som alltsa saknar monetéart valstand. For
att fa sannolikhetsférdelningarna kan man enkelt manipulera ekv. genom att dividera
med det totala antalet agenter IN. Detta ger distributionerna fér positivt och negativt
monetart vilstand som

Py(m) = e ™ ¥m >0

P_(m) = %eﬂm Ym <0 .

Det har alltsa uppkommit en ny distribution P_(m) for de agenter som har negativt saldo.
Detta ar den centrala skillnaden fran tidigare teori déar inga agenter med negativt saldo
tillats. En viktig observation jamfort med avsnitt avsnitt ar att sannolikheten for en
agent att bli mer skuldsatt avtar exponentiellt.

5.2.2 Hur banker skapar pengar

Banker skapar pengar genom att bevilja lan. Nar lanet godkédnns far mottagaren pengarna
och banken skriver upp lanet som en tillgdng. Déarefter kan nésta bank i féljd lana ut
pengar pa det nya lanet och en rekursiv process fas. Eftersom kommersiella banker skriver
upp lan som tillgangar sa har i en bemérkelse mer pengar skapats genom denna process.
Processen anvéinds for tillgodose alla betalningar och utbetalningar viarlden 6ver. Den ligger
darmed till grund for hela vart ekonomiska system. Idag ar over 97 % av alla pengar i
omlopp (det monetéra aggregatet M) skapat av kommersiella banker [10].

For att forstd denna process, och hur reserveringsgraden r direkt blir multiplikatorn
for hur mycket pengar som skapas for M, kan vi utga fran ett exempel. Lat oss sdga att
en insattning D pa 100 kronor gors till bank A och att r &r 10 %. Bank A lanar sedan
ut 90 kronor (90 %) till bank B som gér samma process till bank C. Processen fortsétter
odndligt langt vilket skapar en oéndlig geometrisk serie. I tabellen nedan presenteras de
forsta virdena.
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Tabell 2: Exempel hur pengar skapas vid rekursivt lanande med r» = 10 % och initialin-
sdttning pa 100 kronor. Observera hur summan fér L stdmmer 6verens med ekv. och
M=D,da C =0.

Bank Inséttning D (kronor) Utlaning L (kronor) Reserver R (kronor)

A 100 90 10
B 90 81 9

C 81 73 8

D 73 66 7

E 66 59 7

F 59 53 6
00 0 0 0
Summa: 1000 900 100

Notera att det monetéira aggregatet M har 6kat till 1000 kronor fran initialt 100 kronor
med reserveringsgrad r = 10 %. Allméant kan summan skrivas som
1—(1—=r)"

M:a—l—a(l—7“)—|—a(1—r)2+...+a(1—7“)"_1:af, (17)

dér a ar konstanten for forsta insdttningen. Da n — oo och 0 < r < 1 blir summan:

o ®_ M

r r (18)

vilket precis dr den allménna formeln for M, da initialinsdttningen ar lika stor som
bankernas totala reserv. Utifran detta framgar tydligt varfér den monetéra basen ar en bas.
Den blir lika stor som initialinsdttningen efter ett odndligt antal utlaningar. I fortsatta
simuleringsmodeller kommer r férknippas med multiplikatorn % och diarmed antas att
bankerna maximerat skapandet av pengar vid varje transaktion. Det bor foljaktligen ocksa
podngteras att pengakonservationen som ndmnts tidigare fortfarande géller. Nar lanen
aterbetalas till banken stryks de tillgangar som skrivits upp for dem och man far subtrahera
900 kronor fran M i tabell [2] vilket &r samma som pengarna vid start. Fér mer diskussion
om hur man valjer att se sina delsystem i ekonomin hanvisas till avsnitt

5.3 Simuleringar: monetar utlaning

I detta avsnitt redovisas den simuleringsmodell och de resultat som tagits fram fér den
monetéra utlaningsmodellen i avsnitt

5.3.1 Monetart system med utlaning

Simuleringsmodellen grundar sig i N = 9000 agenter som bérjar med ett initialt saldo
my = 4 Vk € {1,2..., N} pengaenheter och I, = 0 Vk € {1,2..., N} lanade pengaenheter. I
borjan placeras alla agenternas saldon i insédttningsform D i en bankreserv R. Bankens
saldo ar i borjan R = My dar My ar den monetéra basen, vilket dr My = mN = 36000
pengaenheter. Alltsa géller M = My vid ¢ = 0. Agenterna far byta pengar med varandra
pa samma siatt som tidigare, det vill sdga genom:

mi(t+ 1) =m;(t) + Am
m;(t+1) = m;(t) — Am ,
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déar nu m;(t) > 0. Om nu en agent j istillet skulle ha saldo m;(t) = 0 sa genereras ett lan
Am pengaenheter i [;(t). Agent j far pengarna Am pa sitt bankkonto m;(t) som anvinds
for att betala agent i. Det effektiva utbytet blir saledes foljande:

lj(lf +1)= lj(t) +Am
mi(t+1) = m;(t) + Am .

Lanen kommer fran bankens 6verskottsreserv R = R—rD. Eftersom R = My och D = M,
kan detta skrivas som Rg = My — rM. M ges av det monetéra aggregatet, som ar alla
insdttningar D pa agenters bankkonton i varje iteration, det vill sdga

N
M) = 3 mi(t) (19)
k=1

Banken har lanat ut maximalt, Rg = 0, om M = % Antag att detta intraffar efter
t = 7 >> 1 iterationer. Eftersom agenterna boérjade med totalt My pengaenheter &r
lanevolymen L fran banken L(t) = M(t) — Mp. Detta dr samma som summan av alla
agenters lan:

N
L) = Y2 Il (20)
k=1

Vid t = 7 blir L = % — My, som ar den totala lanevolymen en bank kan skapa fran
ekv. . Vid denna tidpunkt kan endast ett nytt lan skapas om en agent aterbetalar Am
pa sitt lanesaldo. Darfor kréver banken tillbaka lan (amortering) efter ¢ = 7 iterationer,
och utbytet blir féljande:

li(t + 1) = ll(t) — Am

lj(t + 1) = lj(t) + Am
dér l;(t) > 0 da en agent inte far betala av ett lan som den inte har. Efter 7/ >> 7
iterationer, nér simuleringen natt sin stationarférdelning, subtraheras agenternas lan fran

deras saldon:
m(T) —l(7") vV k={1,2,..,N}. (21)

Fordelningen av antalet agenter med positiv saldo n,,+, respektive negativt n,,—, plottas i
fig. [0}
5.3.2 Resultat av simulering

Resultatet fran de simuleringar som gjorts med modellen i avsnitt [5.3.1] presenteras i fig. [f]
nedan. I simuleringen utférdes 10 miljoner iterationer.
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Simulering med reserveringsgrad r = 0.6

Simulering med reserveringsgrad r = 0.8

(a) Agenters nettotillgang vid r = 0.6.

Figur 6: Har visas den stationérfordelning som uppstar nér reserveringsgraden r &ar 0.6
respektive 0.8. Det syns tydligt i fig. [6D] hur 6verbeldningen har minskat jamfért med

fig. [pa]

Nar r okar fran 0.6 till 0.8 s& minskar Rp, det vill sdga den delen i reserven R som
banken far lana ut. Detta leder till att bankens féorméga att skapa pengar minskar och
agenternas far storre negativt saldo (vilket kallas 6verbelaning). Emellertid sa minskar
sannolikheten att ha storre positivt saldo pa bekostnad av detta. Genom att berdkna en
kumulativ fordelningsfunktion kan man tydligare se hur sannolikheten for att ha negativt
saldo dndras. Den totala sannolikheten for skuldsidan berdknas genom:

0 0
P(skuld,r = 0.6) = / P_(m)dm = / 0.079¢™/3 ™ dm = 0.29
0 0
P(skuld,r = 0.8) = / P_(m)dm = / 0.114e™227 dm = 0.26

vilket visar pa att sannolikheten att ha negativt saldo, bli 6verbelanad, har minskat da r
okar. Det framgar ocksa fran fig. [6] att véintevirdet for de skuldsatta (m~) = T_ ¢kat fran
T = -3.77till T_ = —2.277 da r okar fran 0.6 till 0.8. Samtidigt minskar véntevirdet
for de icke-skuldsatta (m*) = T fran T = 7.17 till T, = 5.38. Av detta framgar det
tydligt att vilstandet for agenter med positivt saldo minskat pa grund av att belaningen
minskat. Alltsa kan hogre vélstand fas i ekonomier som har hogre belaning (lagre ), men
pa bekostnad av att de skuldsatta far mer skuld.

Konvergensen i simuleringsmodellen testades ocksa. Enligt teori i avsnitt sa
divergerar bade de positiva saldona M, och de negativa M_ da r — 0. Detta kunde
observeras da bankens 6verskottsreserv Rg aldrig konvergerade mot noll. Resultatet blev att
banken lanade ut obegriansat med pengar och de negativa saldona divergerade tillsammans
med de positiva. Alltsd méste stort beaktande tas nir banker har vildigt sma till inga
begransningar pa sin utlaningsférmaga.
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(b) Agenters nettotillgdng vid r = 0.8.
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5.4 Dataanpassning

Nedan sa foljer en anpassning av svensk data fran Statistiska Centralbyran [9] till en
exponentiell anpassning av skuldsidan. I datan ingar genomsnittliga finansiella tillgangar
och totala skulder for personer i landets 290 kommuner. De totala skulderna subtraherades
fran de finansiella tillgdngarna for respektive kommun och benédmns som genomsnittligt
saldo i fig. [} Detta innebér att om skulderna Gverskrider ens finansiella tillgdngar sa
representeras man med ett negativt saldo. Plotten i fig. [7] framstélldes genom att summera
antalet kommuner med ett visst intervall pa sitt genomsnittliga saldo med varandra.
Intervallen var 72.45 tusen kronor i bredd och placerades med referenspunkt i origo. Genom
att sedan dividera med totala antalet kommuner (290) fo6r varje delintervall sa kunde
sannolikhetsfordelningen fas.

Personers genomsnittliga skulder

0.4 : ‘ ‘ ‘ ‘
0.35 - e Positiva saldon ]
PJr(m) — 0.1667"1/82‘78

3 e Negativa saldon T

0.25 + ——P_(m) = 0.68¢™/116.09 |

£ 02} ]
QA

0.15 + |

0.1F |

0.05 + |

e ° I ® g ot L a a °

0 L Py
-600  -400  -200 0 200 400 600 800
Genomsnittligt saldo (tkr)

Figur 7: Figuren visar sannolikheten i férhéallande till personers genomsnittliga finansiella
tillgdngar subtraherat med skulder 6ver 290 kommuner. Den genomsnittliga 6verbelaningen
T_ = —166.09 och nettotillgdngen 7'y = 82.78 tusen kronor.

Figur [7] tyder pa att de dverbelanades genomsnittliga saldon ar exponentialférdelade.
Detta indikerar starkt att modellen som tagits fram i avsnitt med skulder begrinsade
av bankens reserveringsgrad, ar giltig. Notera hur maximum for de anpassade férdelnings-
funktionerna P_(m) och Py(m) inte befinner sig vid m = 0, vilket avviker en aning mot
teori i avsnitt Dock sé &r m fér maximum néra noll i datan sa modellens predikterade
viarde visar sig vara en god approximation.

Summeras sannolikheterna P_(m) fér de kommuner som har negativa saldon kan man,
som i avsnitt fa den kumulativa sannolikheten. Sannolikheten f6r att vara skuldsatt
(ha negativa pengar) blir genom summering av dessa kommuner P(skuldsatt)= 0.76. Att
ha mer tillgangar &n skuld medfor positivt saldo och sannolikheten ar komplementet till
att vara skuldsatt, det vill sdga P(ej skuldsatt)= 1 — 0.76 = 0.24. Diarmed ar det betydligt
storre sannolikhet att ha mer skulder dn finansiella tillgdngar i Sverige. Detta innebér att
motsvarande reserveringsgrad r for Sverige maste vara betydligt mindre dn 0.6 (jAmfor
avsnitt , da fordelningen i fig. [7] 4r viktad mot skuldsidan (jamfor fig. . Sa visar

sig ocksa vara fallet i svensk reglering [11].
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5.5 Diskussion for modeller med skuld

I foljande avsnitt diskuteras de olika delar som tagits upp inom omréadet skuld.

5.5.1 Olika visualiseringar av delsystem inom belaning

Den avgorande faktorn om man ser pa ekonomin som att pengar ar konserverade ar hur
man definierar sina delsystem. Eftersom lan bade ar en tillgdng och en skuld samtidigt
s har man friheten att vélja. Banker véljer att se sina utldnade pengar som en tillgang
samtidigt som de utlanade pengarna naturligtvis ar positiva, darfér kan man se det som
att mer pengar har skapats genom en sadan process. I sjalva verket sa har inga mer pengar
skapats eftersom personer ar skyldiga att betala av sina lan. Eftersom aterbetalningstiden
fér majoriteten av exempelvis huslan ar véildigt lang blir det dock en stor fordréjning i hela
systemet, vilket betyder att ekonomin uppfattar det som att mer pengar existerar. Denna
fordrojning hinner aldrig jdmnas ut eftersom den monetéira ekonomin alltid &r i behov av
lan. P4 sa sétt dr det svart att realisera pengakonservation i vara vardagliga ekonomiska
system, dven om den existerar.

5.5.2 Diskussion av enkel agentbaserad skuldmodell

Denna modell fungerar vil som en forsta forstaelse i hur agenter kan lana pengar. Modellen
ar dock lite for trivial for att beskriva hur folk egentligen tar lan i en monetér ekonomi. Av
detta skil sa var det svart att anpassa data, da samhéllssystemen inte betedde sig som
modellen. Bristen ligger i att sannolikheten &ar storst for de tillstand med hogst belaning.
Med skulddatan fran Statistiska Centralbyran i Sverige [9] och resultatet i fig. [7] sa finner
man att hogst belaning inte dr det mest sannolika tillstandet, utan det minst sannolika.
En intuitiv forklaring till detta &r Sveriges regleringar i kommersiella banker [11]. Det &r
med andra ord vildigt svart att ta mer lan om man redan har lan som stracker sig langt
over ens tillgdngar. Detta stimmer béttre Gverens med den monetéra utlaningsmodellen i

avsnitt £.2.11

5.5.3 Diskussion av monetar utlaningsmodell

Har diskuteras modellen i avsnitt som grundar sig i det tidigare arbetet av Wang
[8]. Modellen visade sig fungera bést for att forklara den exponentiella fordelningen av
skulder som forekommer i fig. [/l Det som gor modellen intressant &r att den anvéinder
grundliggande teorier om monetéir ekonomi, vilket styrker dess trovirdighet. Dock anvinds
inte reserveringsgrad i Sverige da vara kassakrav mot bankerna &r noll [12]. Det finns
istéllet andra typer av regleringar som vi anvinder oss av, vilka har en ekvivalent effekt
som reserveringsgraden. Det riksbanken i Sverige implementerat ar primérkapitalkrav och
kdrnprimérkapitalkrav [11]. Dessa ar i princip ekvivalenta med begreppet reserveringsgrad
i denna rapport och anger hur mycket kapital banken maste halla enligt lag. Reserverings-
graden &r helt central for hur en ekonomi blir 6verbeldnad och ddrmed hur mycket pengar
banken kan skapa. Det 4r denna begridnsning av utlaningssystemet som gor att modellen
fungerar sa val.
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5.6 Sammanfattning och tolkning

I detta avsnitt togs en enkel agentbaserad skuldmodell fram med inspiration fran Yakovenko
[13]. Modellen visade sig inte stdmma 6verens med verklig svensk formogenhetsdata [9).
Felaktigheten ar att det inte ar hogst sannolikhet att vara mest skuldsatt. En viss rimlighet
finns dock i att det ar hogre sannolikhet att vara rikare nar skuldtaket fér ekonomin blir
storre (|mgy| okar).

Med inspiration fran den enkla skuldmodellen arbetades en ny modell fram (av-
snitt [5.2.1]), med utgangspunkt i ett tidigare arbete av Wang [8]. Denna skiljer pa agenter
med negativa saldon och positiva saldon, dér ocksd begransningen att lana ut pengar ar
hos banken och inte individen. Begreppet reserveringsgrad r, som bestammer den andel
pengar en bank méaste ha i reserver, inférs. Reserveringsgraden &ar direkt kopplad till hur
mycket pengar en bank kan lana ut och ddrmed hur mycket de kan 6ka M. Néar r ckades
i simuleringsmodellerna framgick det tydligt att 6verbelaningen for agenterna minskade.
Med simulerade resultat och teori fran denna modell kunde fordelningen i svensk data [9]
beskrivas.

I samband med den monetéra utlaningsmodellen forklarades ocksa hur banker véljer
att se sina utlanade pengar som tillgingar. Nar bankerna lanar ut sina pengar riknas
bankkontons saldon som positiva for ekonomin. Resultatet av detta ar att det monetéra
aggregatet M vaxer med en faktor % (fran initialt M), vilket leder till det begrepp som
inom ekonomiska termer kallas for skapande av pengar. I sjilva verket har inga mer
pengar skapats, utan uppfattas endast sa av ekonomin nir man méter pengarna i omlopp
(M). Banker lanar alltid ut betydligt mer &n vad de har i reserver, reserveringsgraden r
i exempelvis USA &r mellan 3% och 10 % |[14]. Eftersom lanen i manga fall tar tid att
aterbetala uppfattar ekonomin det som att det finns mer pengar i omlopp.
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6 Beskattning

I kapitel |3| hidrleddes Boltzmannférdelningen genom maximering av entropin med kombi-
natoriska resonemang. Antagandet att alla systemets mikrotillstand &r lika tillgdngliga
var grundlidggande for denna hérledning. For att idén om entropi ska kunna appliceras
dven i ett ekonomiskt sammanhang maste detta antagande fortfarande gélla. Om sa inte
skulle vara fallet, géller inte langre att jamviktstillstdndet definieras av det makrotillstand
som har den storsta multipliciteten. I fallet for ett ekonomiskt system innebér antagandet
att ett mikrotillstind dér en enda ménniska ager alla pengar ar lika tillgangligt som ett
mikrotillstand dar pengarna dr mer jamnt fordelade. Man behdver inte fundera linge for
att inse att detta knappast speglar verklighetens inkomstfordelning, dar krafter sdsom
beskattning strivar efter att utjaimna de ekonomiska skillnaderna. Beskattningen paverkar
mikrotillstandens tillgdnglighet. Ovan ndmnda antagande haller darfor inte och det &r inte
langre mojligt att finna fordelningsfunktionen bara genom att maximera entropin sa som
den definierats i kapitel

Med utgangspunkt i detta dr det intressant att undersdka vilken betydelse bland
annat beskattning har pa inkomstférdelningens utseende. En i sammanhanget intres-
sant distribution &r gammafordelningen, en tvaparameterdistribution nara beslaktad med
exponentialférdelningen. Dess allminna ekvation lyder

P(m) = em*~tem™/0 (22)

dér 0 ar den sa kallade skalparametern, k avgor kurvans form och ¢ &r en normerings-
konstant. Notera sarskilt att exponentialférdelningen, eller Boltzmannférdelningen, ar ett
specialfall av gammaférdelningen dar & = 1. Pengatemperaturen definierades i kapitel
som medelinkomsten, eller mer generellt som den aktuella distributionens véintevarde. For
en gammafordelning enligt ekv. galler att vantevardet ges av

Ty = k6 .

Det framgar av ekv. att P(m) — 0 da m — 0, vilket svarar mot att sannolikheten f6r
att ndgon individ inte ska ha nagon inkomst alls dr noll. Detta géller inte féor Boltzmann-
fordelningen P(m) = ée~™/Tm for vilken P(m) — & dd m — 0. Bada fordelningarna avtar
exponentiellt d& m — oco. Gammaférdelningen innebér alltsa att det dr mest sannolikt att
aterfinna en individ ndra populationens medelinkomst. Detta till skillnad fran fallet med
Boltzmannférdelningen, som istdllet medfor att det ar allra mest sannolikt att en individ
har en inkomst ndra noll. Gammafordelningen medfér darmed att farre har mycket lag
inkomst.

I detta avsnitt foreslas en ny, viktad, form av entropi genom vilken hénsyn tas till
mikrotillstandens olika tillgidnglighet. Denna nya entropi maximeras vilket resulterar i en ny
stationér fordelning. Ginikoefficienten, som utgor ett vedertaget méatt pa monetéar jamlikhet
inom den ekonomiska vérlden, definieras ocksa. Genom att berdkna ginikoefficienten fér en
pengafordelning erhalls ett kvantitativt méatt pa hur jamlikt pengarna ar fordelade. Vidare
utfors ett antal simuleringar i syfte att understka hur beskattning av inkomst respektive
formogenhet paverkar pengafordelningen och jamlikheten. Standardentropin fran kapitel
beréknas kontinuerligt under simuleringarna, detta for att undersdka hur dess virde
paverkas da olika grader av beskattning infors. Slutligen jamfors de erhallna resultaten
med data 6ver inkomstfordelningarna i Sverige respektive USA. Jamforelse dem emellan
anses ge en god indikation pa huruvida tidigare resultat och antaganden varit korrekta.
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6.1 Beskattning paverkar mikrotillstAndens tillganglighet

Medan manga stora system kan anses karaktériseras av mikrotillstdnd som alla ar lika
tillgingliga, se avsnitt [3.2] finns det exempel pa andra stora system dér detta inte géller. Ett
sadant system foljer inte nédvindigtvis Boltzmannfordelningen, vilket fljer av harledningen
av denna i avsnitt [3.2] dir alla mikrotillstand ansdgs lika tillgdngliga. Ett ekonomiskt
system under paverkan av skatt och bidrag ar ett exempel pa ett system dér de olika
mikrotillstdnden inte alla &r lika tillgdngliga. Vid beskattningen och bidragsutdelningen
forflyttas tillgangar fran hoginkomsttagare till laginkomsttagare. Tillgéngligheten minskar
déarfor for de mikrotillstdnd som karaktériseras av stor ojamlikhet, detta da sddana tillstand
aktivt motarbetas av beskattningen och bidragsutdelningen. Manga forsok har gjorts att
finna ett uttryck for en generaliserad entropi som tar hinsyn till de olika mikrotillstandens
tillgdnglighet. Har visas den ansats som foreslagits i [15]. Multipliciteten definierades i

avsnitt [3.1] som
N

[To=o Ni!
dar N &r det totala antalet partiklar och N, ar antalet partiklar med energin m. Lat fran

och med nu partiklarna och energin motsvaras av individer respektive pengar. I enlighet
med [15] viktas uttrycket for multipliciteten 2, vilket ger

Q:

a N
= whm —
1’)’11,_—[0 " H?r?:ONm'

dér wy, € [0, 1] ar en viktningsparameter direkt kopplad till storleken av pengainnehavet m,
sadan att wy, ar liten for mycket sma och stora m. For medelstora m, det vill sdga sadana
m som ligger nara T,,, ar w,, stor. Darmed ar agenttillstand nara T,, mer tillgingliga &n
agenttillstand 1&ngt bort fran T,,. Observera att ' = Q da w,, = 1 Vw,,, vilket svarar
mot fallet d& alla mikrotillstand ar lika tillgdngliga. Definiera dérefter den nya, viktade
entropin som

S =log() .
P& samma sétt som i avsnitt anvands darefter Lagranges multiplikatormetod for att
maximera S’ under bivillkoren:

o0 o0

N=> Np, E=> mN,. (23)
m=0 m=0

Det relativa ockupationstalet P(m) = % blir da
P(m) = cwpe ™ | (24)

dar konstanterna ¢ = e®, « respektive § ar de aktuella Lagrangemultiplikatorerna. Dessa
fds genom insdttning av ekv. i villkoren fér N och E fran ekv. (23):

o E 0
1= Z Wy e® P N Z wWme® P
m=0 m=0

Detta dr den sokta fordelningsfunktionen. Som synes beror den makroskopiska pengafor-
delningen av sannolikheterna w,, sa till den grad att distributionens karaktér helt avgors
av hur koefficienterna w,, beror av m. Det ar dessvirre mycket svart att finna ett exakt
uttryck for w,,, &ven om en kvalificerad gissning kan goras. Paverkan av w,, ar storst da m
ar liten. D& m — oo overskuggas betydelsen av w,, av faktorn e=#™, som snabbt gar mot
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k—1
noll. Det ar dérfor inte orimligt att anta att w,, « (%) , med nagon okénd konstant

k € RT, for sma m. Detta d& mikrotillstind som kinnetecknas av att manga individer
har mycket sma m anses vara osannolika sedan beskattnings- och bidragssystemet tagits
i beaktande. Ju mindre m, desto ldgre sannolikhet. Om sa verkligen ar fallet, skulle det
innebira att P(m) oc mF~te="/? for begrinsade m (dar 8 = 1/6). P(m) skulle alltsa vara
gammafordelad. Det finns darfér anledning att misstédnka att inkomsten i linder med hogt
skattetryck dr gammafordelad snarare &n exponentialférdelad.

6.2 Ginikoefficienten — ett matt pa ekonomisk jamlikhet

Inom den ekonomiska vetenskapen ar den sa kallade ginikoefficienten G ett vélkéint begrepp.
Den utgor ett matt pa ekonomisk jamlikhet i en population, ddr G = 0 svarar mot fullstandig
jamlikhet (alla har exakt lika mycket tillgangar) och G = 1 innebdr maximal ojamlikhet
(en agent kontrollerar alla tillgangar). Ginikoefficienten definieras som

G = ZjN:1 Zi]\;l‘mi — mj|
2N2p ’

diar N ar antalet individer i populationen, m; ér tillgangarna hos den j:e individen och p
ar medelvirdet av tillgangarna. Genom att berdkna G for de distributioner som tas fram,
erhalls ett viletablerat matt pa ekonomisk jamlikhet [16]. Som jamforelse kan ndmnas att
den exponentiella férdelningen har en ginikoefficient G = 0.5.

6.3 Agentbaserad modell: beskattning

Pa samma satt som tidigare betraktas en population om N agenter vars sammanlagda
méngd pengar dr konstant over tid. Skuld &r inte tillatet i denna modell, detta for att
isolera effekterna av beskattningen. Agenterna tilldelas initialt en méngd pengar T}, kronor
vardera. Systemet kan betraktas som slutet enligt tidigare resonemang. Som i den tidigare
modellen dras vid varje tidpunkt ¢ tva slumpmaéssiga agenter i respektive j, mellan vilka
en transaktion

mi(t+ 1) =m;(t) + Am
mj(t+1) =m;(t) — Am

sker, under férutsittning att den givande agenten j vid tiden ¢ har en méngd pengar mj(t) >
Am. Det visades i kapitel [3] att en sadan modell ger upphov till en Boltzmannférdelning av
pengarna. Detta pengautbyte kommer nu att modifieras nagot, sa att agenterna tvingas
betala skatt antingen baserat pa inkomst eller pa nuvarande pengainnehav. P4 samma sétt
som i kapitel [4| undersoks samtidigt hur entropin férdndras under simuleringen. Paverkas
dess virde av beskattningen?

6.3.1 Inkomstskatt

Tidigare har transaktionen Am varit konstant. I simuleringar utférda av andra (se till
exempel [17]) anvénds ibland modeller dar Am = am; for nagon konstant o € [0.1],
det vill sdga dir den givande agenten ger bort en viss andel av sina pengar. Det har
visat sig att sddana modeller resulterar i att agenternas pengainnehav far formen av en
gammafordelning [4]. I denna modell provas en annan bytesregel, som i storre utstrackning
liknar verklighetens system dér bade skatt och bidrag férekommer. Skatten dras som
inkomstskatt. Eftersom transaktionen Am &r lika stor oavsett mellan vilka agenter bytet
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sker, betalar alla agenter lika mycket inkomstskatt oavsett hur mycket pengar de har.
Skatten fordelas sedan jamnt éver den minst formogna andelen D av populationen. Antag
att en andel f av inkomsten Am skattas bort. Lat déarfor vid varje tidpunkt foljande
transaktion ske:

m;(t+1) =m;(t) + (1 — f)Am + q(m;(t))
m;(t+1) = m;(t) — Am + q(m;(t))
mi(t+ 1) = mg(t) + q(me(t)) Yk #d,5 .

Hér ar representerar index k alla de agenter som for tillfallet inte byter pengar. Bidraget ¢
ges av

fam for m; € D
q(my) = . (25)
0 form; ¢ D .

Har ar n antalet agenter som far ta emot bidrag, det vill séiga antalet agenter inom den
minst férmogna andelen D av befolkningen. Utbytesreglerna i denna modell utjamnar i
varje iteration det ekonomiska systemet mot en mer jamlik pengaférdelning.

6.3.2 Formogenhetsskatt

I avsnitt redovisades en enkel skattemodell, vilken byggde pa beskattning av inkomst.
En annan typ av beskattning ér beskattning av egendom och formdgenhet. Aven hir delas
den beskattade summan ut som bidrag till den fattigaste andelen av populationen. Vid
varje tidssteg utfors den ursprungliga transaktionen

mi(t+1) =m;(t) + Am
mj(t+1) =m;(t) — Am .

Var 10 000:e tidssteg genomfors dessutom beskattning samt utdelning av bidrag. Transak-
tionen blir da féljande:

mi(t +1) = my(t) + Am + q(my(t)) — mi(t)
m(t +1) = m;(t) — Am + q(m;(t)) — pm(t)
mi(t+1) = mi(t) + q(mi(t)) — ¢ma(t) Yk #i,j .

Pa samma sétt som tidigare dr agenten med index j den givande, agenten med index ¢ den
tagande och agenter med index k # i, j agenter vilka inte deltar i bytesaffaren. ¢ € [0,1] &r
skattesatsen. Det géller alltsa att samtliga agenter betalar en formogenhetsskatt, vilken ar
proportionell mot deras respektive pengaméngd. Bidraget ¢ blir nu

(26)

N
B M for m; € D
q(my) = "
0 férm;¢D.

P& samma sdtt som tidigare dr n antalet mindre férmogna agenter, det vill sdga antalet
agenter inom D.
6.4 Simulerade resultat: beskattning

Har presenteras resultatet av simuleringar utforda pa det sidtt som beskrivits under av-
snitt [6.3] for ett antal olika viarden pa inkomstskatten respektive formogenhetsskatten. I
samtliga fall giller att N = 10* agenter initialt tilldelas T},, = 10 pengaenheter vardera. Vid
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samtliga simuleringar beriknas entropin S kontinuerligt, detta for att undersoka hur denna
storhet paverkas av beskattningen. Ginikoefficienten berdknas sedan stationarfordelningen
uppnétts. En miljon iterationer gors innan simuleringarna avbryts. Detta antal &r valt med
hénsyn taget till tidsatgangen, sedan det konstaterats att pengaférdelningen hunnit bli
stationér da. De erhéllna fordelningarna delas dérefter automatiskt upp i det antal intervall
som ger de mest hogupplosta kurvanpassningarna. Plottar 6ver hur entropin S fordndras
over tid for ett antal olika skattesatser gors, detsamma for ginikoefficienten G. Slutvardet
pa S, tillsammans med 6vriga intressanta resultat, presenteras i tabell [3] respektive tabell [4
For jamforelse, betrakta en simulering utan beskattning i fig. [2]i kapitel [4] D& erholls den

slutliga stationérférdelningen
P(m) =0.1e"™/10 (27)

Pengarna blev alltsa tydligt Boltzmannfoérdelade.

6.4.1 Inkomstskatt och bidrag

Nedan presenteras resultatet av ett antal simuleringar for olika inkomstskatter. Skatter pa
1%, 5%, 10% samt 20% visas hér.

0 Simulering av inkomstskatt, 1% Simulering av inkomstskatt, 5%
.0 T T T T u T T T T T
[ ISimulerad férdelning [ ISimulerad férdelning
Gammaanpassning Gammaanpassning
0.4 m
0.3 {
£
R
0.2 {
0.1
0 Hrerees
0 20 40 60 80 60 80 100
Pengar per agent, m Pengar per agent, m
(a) 1% inkomstskatt (b) 5% inkomstskatt
Simulering av inkomstskatt, 10% 07 Simulering av inkomstskatt, 20%
[__]Simulerad fordelning 1 “:|Simulerad fijrdelning‘
Gammaanpassning 0.6+ 4
0.4+ ]
0.5
— 0.3+ —~ 04}
& X o3l
026 \ | 0.3
0.2+
0.1 N B
! 0.1¢ H HH
L
0 A 0 HHH A HHHHHHHHHH . . \
0 20 40 60 80 10 20 30 40 50 60
Pengar per agent, m Pengar per agent, m
(¢) 10% inkomstskatt (d) 20% inkomstskatt

Figur 8: Simuleringar gjorda for ett antal olika virden péa inkomstskatten, samt tillhérande
gammaanpassningar i de fall sddana har kunnat goéras. Notera att ingen anpassning kunde
goras for fordelningen med 20% inkomstskatt i fig.
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Tabell 3: Varden pa P(m), G samt slutvirde pa S for de olika skattesatserna fran fig.
Ingen anpassning kunde goras for simuleringen svarande mot 20%.

Skatt (%) ‘ Anpassning P(m) ‘ G ‘ Slutvirde S

1 0.45m007e=m/9-5 1 049 | 3.5-10%
5 0.33m%%e=m/67 1 045 | 3.3-10%
10 0.11m'6e—m/35 | 0.38 | 3.2-10%
20 — 0.22 2.7-10%

Fran graferna i fig. [8al framgar att den erhallna pengaférdelningen blir alltmer centrerad
kring m = 10 pengaenheter da inkomstskatten ékar. Som f6ljd av detta blir gammaanpass-
ningen allt sdmre; for skattesatser 6ver 15% kan man inte lingre siga att gammafordelningen
ar en bra anpassning. Se den uppkomna fordelningen i fig. [§

Motsvarande varden pa ginikoefficienten G' samt slutvirde pa entropin S finns redovisade
i tabell 3] Det framgar tydligt att ginikoefficienten minskar da inkomstskatten okar, ett
tecken pa att pengafordelningen blir mer jamlik for hoga skattesatser an for laga. Intressant
ar ocksa att notera att entropin ar storst for fallet utan skatt, det vill sdga simuleringen
dir ingen inverkan gjorts pa hur agenterna tillats byta pengar. Entropin minskar da
beskattningen okar, vilket dr ekvivalent med att oordningen i pengaférdelningen bli mindre
for hogre skattesatser. Detta dr dnnu tydligare i fig. 0a], ddr utvecklingen av entropin S for
de forsta 5 - 100 iterationerna plottas for samma skattesatser som anvénts i fig.

, x10* Entropi vid olika inkomstskatter
3.5 W

%
5% |
—10%
—20%
L5 ‘ : : : 0 : : : :
0 1 2 3 4 5 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Tterationer (-10°) Beskattning (andel av inkomst)

G vid olika inkomstsskatter

Entropi
[
ot

(a) Utvecklingen av entropin S for de forsta 5-10°  (b) Ginikoefficienten G beriknad sedan stationér-
iterationerna for inkomstskatter pa 1%, 5%, 10% fordelning uppnatts for ett stort antal olika in-
och 20%. komstskatter mellan 0 och 100%.

Figur 9: Utvecklingen av entropin S samt slutvirdet pa ginikoefficienten G for olika
inkomstskatter.

I fig. |[9b| visas hur ginikoefficienten forandras da inkomstskatten okar fran 0 till 100%.
Notera att kurvans lutning &r som brantast i skatteintervallet 0-30%, vilket medfor att en k-
ning av skatten ar som mest effektiv da. For skattesatser > 60% blir inte pengafordelningen
mer jamlik da skatten okar ytterligare.

6.4.2 Formogenhetsskatt och bidrag

Nedan presenteras resultatet av simuleringar dér skatten i var 10 000:e iteration dragits
som formogenhetsskatt. Vid dragning av formogenhetsskatt har samtliga agenter beskattats
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med en andel av sina pengar. Detta har sedan delats ut till de 30 minst formdgna procenten.
Entropin S och ginikoefficienten G har berdknats pa samma sétt som tidigare.

0.35 Simulering av formoégenhetsskatt, 0.25% Simulering av formogenhetsskatt, 1%
[ ISimulerad férdelning _ [ ISimulerad fordelning
0.3 Gammaanpasning Gammaanpasning
0.4+
0.25 A
o2 _ 03} \
£ £
A A
0.15 0.2+
0.1
0.1t
0.05
0 - 0 -
0 60 80 0 10 20 30 40 50
Pengar per agent, m Pengar per agent, m
(a) 0.25% formogenhetsskatt (b) 1.0% férmogenhetsskatt
Simulering av férmogenhetsskatt, 1.5% o7 Simulering av formoégenhetsskatt, 1%
M [ ]Simulerad fordelning -~ “:lsimulcrad fﬁrdclning‘
0.5L Gammaanpasning | 0.6 - 1
0.5
0.4+ 4
— [ 041
So3t S
03]
0.2
0.2
0.1} 1 01l ( H
. el
0 10 20 30 40 0 5 10 15 20 25
Pengar per agent, m Pengar per agent, m
(¢) 1.5% férmogenhetsskatt (d) 5.0% férmogenhetsskatt

Figur 10: Simuleringar gjorda for ett antal olika virden pa formogenhetsskatten, samt
tillhérande gammaanpassningar i de fall sidana har kunnat goras. Notera att ingen
anpassning kunde goras for fordelningen med 5% formogenhetsskatt i fig.

Tabell 4: Varden pa P(m), G samt slutvirde pa S for de olika skattesatserna fran fig.
Ingen anpassning kunde goras for simuleringen savarnde mot 5%.

Skatt (%) ‘ Anpassning P(m) ‘ G ‘ Slutvérde S

0.25 0.3m03¢—m/78 0.43 3.4-10%
1.0 0.02m3em/26 0.29 | 3.0-10%
1.5 1.2-1074m7e m/125 | 023 | 2.8-10%
5.0 — 0.08 2.1-10%

I fig. [L0] demonstreras hur den stationdra pengaférdelningen dndrar form da formdgenhets-
skatten okar fran 0.25 — 5.0%. Precis som for fallet med inkomstskatten blir férdelningen
alltmer symmetriskt kring m = 10 pengaenheter da skatten ckar. Det framgar av plottarna
ifig. att gammadistributionen blir en allt sémre anpassning da beskattningen okar. For
hoga skattesatser (> 5%) blir systemet alltmer instabilt och en gammaanpassning kan inte
langre goras.
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I tabell 4| visas anpassade distributionsfunktioner P(m), berdknade ginikoefficienter G
samt entropier S for de stationéra fordelningarna fran fig. Det framgar att formpara-
metern k okar da skatten okar fran 0.25% till 5.0%, samt att bade ginikoefficienten G' och
slutvirdet pa entropin S minskar under detta skatteintervall. Detta &r dnnu tydligare i

fig.

5 x10* Entr‘opi vid 9111{3 férmégenhgtsskatter G vid olika férmogenhetsskatter

0.5

2.5

2 r —0.25%

—1.0%
—1.5%
5.0%

"0 1 2 3 4 5

Entropi

Iterationer (-10°) 0 002 004 006 008 0.1
. . .. .. 6 Beskattning (% av formogenhet)
(a) Utvecklingen av entropin S for de forsta 5 - 10
iterationerna for formogenhetsskatter pa 0.25%, (b) Ginikoefficienten G berdknad sedan stationér-
1.0%, 1.5% och 5.0%. fordelning uppnétts for olika formogenhetsskatter.

Figur 11: Utvecklingen av entropin S samt slutviardet pa ginikoefficienten G for olika
férmogenhetsskatter.

I fig. [[1a] ses hur S fordndras da iterationerna fortgar, detta vid simulering av formogen-
hetsskatterna fran fig. Som ndmnts ovan minskar entropin da beskattningen okar. I
fig. [ITH] visas hur ginikoefficienten G forandras da formogenhetsskatten okar fran 0 till
10%. Markbart ar att kurvan planat ut fullstandigt vid en beskattningsgrad pa cirka 8%.
Ytterligare 6kning av beskattningen resulterar inte i att G blir mindre. Av kurvans lutning
framgar att okning av beskattningen dr som mest effektiv i intervallet 0-5%.

Markbart &r att redan vid ganska laga skattesatser erhoélls en stor minskning av giniko-
efficienten G, detta trots att skatt dragits vid var 10 000:e iteration. Férmogenhetsskatten
utjdimnar saledes ekonomisk ojamlikhet effektivt. Samtliga virden pa G och S aterfinns i
tabell @l Som tidigare géller att entropin S maximeras da stationdr fordelning uppnétts.
Vidare géller att den maximala entropin minskar da beskattningen ckar, nagot som kan for-
klaras med att beskattningen motverkar oordningen i systemet. Detta medfor att entropin
minskar.

6.5 Dataanpassning

I detta avsnitt presenteras dataanpassningar av inkomststatistik hdmtad fran Sverige
respektive USA, svarande mot skattearen 1993 eller 1994 samt 2003. Med bakgrund i
tidigare resultat finns det anledning att tro att den svenska inkomststatistiken inte &r
Boltzmannfordelad, detta pa grund av det relativt hoga skattetrycket i Sverige. Den svenska
radatan kommer fran Statistiska Centralbyran, se [18], och avser den sammanriknade
forvarvsinkomsten for individer boende i Sverige det aktuella aret. Personer tjugo ar eller
aldre &r inrdknade i undersokningen. Den amerikanska rddatan &r himtad fran myndigheten
US Census Bureau, se [6] och |19], och avser "Total Money Income”, det vill sédga total
inkomst fran tjanst, kapital samt eventuella statliga bidrag. Personer femton ar eller dldre
ar medraknade i undersokningen. Anpassningar gors av lampliga distributionsfunktioner.
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Ginikoefficienten berdknas utifran datan. Resultaten presenteras 6verskadligt i tabell [5]

Inkomster i Sverige 2003

Inkomster i Sverige 1993
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Figur 12: Inkomstdistributionen i Sverige respektive USA, svarande mot skattearen 1993
eller 1994 och 2003, samt lampliga anpassningar av fordelningsfunktionerna.

Tabell 5: Anpassade distributionsfunktioner P(m) samt berdknade virden pa ginikoeffici-
enten G for aktuell inkomststatistik. Observera att den svenska férdelningen avser svenska

kronor, medan den amerikanska férdelningen avser dollar.

Land ‘ Ar ‘ Anpassning P(m) ‘ G
1993 | 107°m?2Pe~m/4 | 0.54
2003 | 7-10""m25e=m/64 | (.36
USA | 1994 0.04¢—™/28 0.58
2003 0.14e~™/36 0.48

Sverige

Det framgar tydligt fran fig. [I2] och anpassningarna i tabell [5] att inkomstfordelningen i
Sverige ar 1993 samt ar 2003 var gammafoérdelad med en formparameter k£ = 3.5. Det
géller dock inte att antalet individer utan inkomst i Sverige ar lika med noll, vilket skulle
forvintas av en gammafordelad variabel. Det finns alltsa fler individer utan beskattningsbar
inkomst &n férvantat, vilket delvis kan forklaras av att inkomster sa som studiemedel ej
ingédr i den sammanriaknade forvarvsinkomsten. Studenter framstar darfor i statistiken som
mindre formégna dn vad de egentligen ar, vilket 6kar antalet individer inom de riktigt laga

33



inkomstintervallen. Ginikoefficienten var 0.54 ar 1993 samt 0.36 ar 2003.

Motsvarande fordelning i USA var ar 1994 likvél som ar 2003 tydligt exponentialfor-
delad (vilket svarar mot en formparameter k = 1), samtidigt som medelarsinkomsten
(pengatemperaturen) 6kade fran 28 000 dollar till 36 000 dollar. Ginikoefficienten minskade
under perioden fran 0.58 till 0.48. Intressant ar att de bada ldndernas formparametrar k ej
forandrats under perioden. Sverige har ett hogre virde pa sin formparameter, 3.5, &n USA.
Notera att ginikoefficienten hos bada ldnderna minskade under den understkta perioden,
samt att Sveriges ginikoeflicient var ldgre &n den amerikanska.

6.6 Sammanfattning och tolkning

I detta avsnitt har det undersokts hur olika typer av beskattning paverkar pengaférdelning-
ens utseende, entropin samt den monetéara jamlikheten. Initialt foreslogs en ny, generaliserad
entropi i vilken hinsyn togs till att beskattning paverkar mikrotillstandens tillgdnglighet.
Genom maximering av denna férutsags att beskattning skulle medféra att pengarna blev
gammafordelade istéllet for Boltzmannfordelade. Dérefter gjordes en rad simuleringar av
inkomst- respektive formoégenhetsskatt, vilka utgick fran den inledande agentbaserade
modellen fran kapitel 4} Det visade sig att inférandet av skatt (oavsett om det géllde
inkomstskatt eller formogenhetsskatt) resulterade i att den fran borjan exponentialformade
pengafordelningen istéllet blev gammafordelad. Da beskattningen okade, 6kade initialt
denna gammafordelnings formparameter k: ju hogre skatt, desto storre k.

Genom de agentbaserade simuleringarna undersoktes ocksd hur ginikoefficienten G
paverkades da skatten dndrades. Den monetdra jamlikheten visade sig paverkas olika
mycket vid en skatteokning beroende pa hur hog skatten redan ar. Det visade sig ocksa att
sambandet mellan G och inkomstskatten respektive formogenhetsskatten ser ganska lika ut;
G minskar snabbast i borjan av skatteintervallet och planar dérefter ut. Denna observation
ar mycket intressant ur en samhillsekonomisk synvinkel. Aven om den modell som anviints
hér endast erbjuder en mycket forenklad bild av verkligheten finns det &nda nagonting att
ldara sig fran den. Fordndring av beskattningen paverkar den monetéra jamlikheten olika
effektivt beroende pa typ av skatt och pa beskattningsintervallet.

Slutligen undersoktes inkomstférdelningen i Sverige samt i USA svarande mot skat-
tedren 1993 eller 1994 och 2003. Det visade sig att den svenska inkomstfordelningen bést
representerades av en gammafordelning, medan den amerikanska datan var exponentialfor-
delad. Ginikoeflicienten sdnktes inom respektive land for de undersokta aren. Som férvintat
visade det sig att den svenska ginikoefficienten var nagot lédgre én den amerikanska, vilket
motsvarar att den svenska inkomstférdelningen &r mer jamlik.

Jamforelse med fiardigberdknade virden pa ginikoefficeinterna hiamtade fran Statistiska
Centralbyran [20] och Statista [21] visar dock att de korrekta virdena for Sverige ar
G = 0.23 for 1993 och G =~ 0.25 for 2003, medan motsvarande amerikanska virden for
USA ar G = 0.46 for 1994 och G =~ 0.46 for 2003. De hér berdknade vardena skiljer
sig alltsd ndgot fran motsvarande publicerade virden. Detta skulle kunna bero pé att
sarskilt den svenska inkomststatistiken dr indelad i ganska grova intervall; detsamma
géller i viss man dven den amerikanska. Vid berdkningen av G har individerna inom varje
intervall antagits ha en inkomst lika stor som medelinkomsten for det intervallet. Grova
inkomstintervall medfér ett storre fel i berdkningen, vilket skulle kunna forklara varfor felet
i USA:s berdknade ginikoefficient hér blivit mindre &n motsvarande vérde i det svenska
fallet. Den svenska datan &r mindre finférdelad &n den amerikanska.
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7 Tvaklassamhaille och Paretofordelningen

Tidigare kapitel har syftat till att utreda huruvida pengars spridning kan jamforas med
energiférdelning 6ver partiklar, det vill siga om pengar férdelar sig enligt Boltzmannfordel-
ningen. Teoretiska resonemang, empirisk data och simuleringsmodeller har presenterats;
dessa visar pa en korrespondens mellan hur pengar och energi fordelar sig. Tidigare studier
har dock visat pa en ovantad aspekt: att Boltzmannférdelningen inte &r det bésta sattet
att beskriva pengarnas férdelning inom de rikaste procenten av befolkningen. Data fran
bland annat USA, Tyskland och Japan [22] har visat att den sa kallade Paretoférdelningen
ger en béattre beskrivning av pengaférdelningen hos de rikaste procenten av befolkningen.
Paretoférdelningen avtar som en potens av m, ddrmed avtar inte foérdelningen lika snabbt
for stora m jamfort med Boltzmannférdelningen. En fordelning med sé kallad Paretosvans,
det vill séga Paretoférdelning for de rikaste procenten, kommer dérfér innehélla fler agenter
med mycket pengar kontra en Boltzmannfordelning utan Paretosvans. Det ar av intresse
att undersoka detta vidare, och vi tar ddrmed ett steg tillbaka fran fysiken. Resultatet,
att befolkningen kan beskrivas med tva olika pengafordelningar, skulle kunna ses som ett
matematiskt sitt att definiera klasser i samhaéllet.

Detta kapitel syftar till att studera mojliga orsaker till att inkomstférdelningen uppvisar
tva separata strukturer, med fokus pa att understka varfor Paretosvansen uppkommer
for de rikaste procenten av populationen. Tillvigagangssattet blir saledes att justera
grundmodellen fran kapitel [4] till en modell vars utbytesregler resulterar i en férdelning
med den efterstrivade strukturen. Vidare kommer entropin och ginikoefficienten beridknas
for fordelningarna och jamforas med motsvarande storheter fér den grundsimulering som
ger Boltzmannférdelade inkomster.

7.1 Paretofordelningen

Paretofordelningen kallas sannolikhetsfordelningen som ar uppkallad efter den italienske
civilingenjoren Vilfredo Pareto. Fér en Paretoférdelad stokastisk variabel ges sannolikheten
for utfall m av

«
AMpyin
met1 ’

P(m) =

dir « &r en formparameter dven kind som Paretoindex. Detta géller for m € M dar M ar
utfallsrummet och my,;, dr minsta virdet i M. Till skillnad fran Boltzmannférdelningen
som tidigare diskuterats har inte Paretoférdelningen ndgon koppling till energi- och entropi-
begreppen. Séledes hérleds inte Paretofordelningen genom att betrakta fysikaliska fenomen,
utan den har uppkommit som ett matematiskt verktyg for att beskriva observerade dis-
tributioner. Paretofoérdelningen har dock en naturlig relation till Boltzmannférdelningen.
Om X &r en Paretoférdelad stokastisk variabel med minsta utfallsvirde m,;, sa foljer
slumpvariabeln Y = log(%) en exponentialférdelning. Relationen lyder

in

P(Y <y) =P(log (mX

) <y)=P(X <mpne?)=1—e"Y .

min

Vid dataanpassning kan det underlétta att betrakta en kumulativ sannolikhetsférdelning
istéllet for sannolikhetstéithet, sarskilt om den aktuella datan inte &r uppdelad i intervall
av konstant storlek. Vidare géller att den komplementéira kumulativa sannolikhetsférdel-
ningen i ekv. askadliggor Paretosvansen pa ett tydligare sitt dn vad den kumulativa
sannolikhetsférdelningen gor. Paretoférdelningens komplementéra fordelning ges av

Fm) = | ” P(a)de = (mm">a . (28)

m m
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Logaritmeras bada leden i ekv. fas foljande:
log(F(m)) = alog(mmin) — alog(m) .

Relationen implicerar att om bade F(m) och m logaritmeras ar deras forhallande pro-
portionellt mot «. Egenskapen dr anvindbar da den kan anvindas for att identifiera
Paretofordelningen, ty i en log-logskala foljer Paretofordelad data en rét linje.

7.2 Agentbaserad modell

I kapitel [4] presenterades grundmodellen for pengabyte i en population. Kérnan i denna
modell ligger i liknelsen mellan partiklars energiutbyte och pengautbyte. Viktiga aspekter i
modellen var sdledes att pengar ér konserverade och att agenterna har lika férutsattningar
att ta och ge pengar. En generell formel for bytesregler, dar de diskuterade aspekterna
overvagdes, blev darmed

mi(t+1) =m;(t) + Am

mj(t+1) =m;(t) — Am . (29)

I grundmodellen valdes Am = 1 vilket innebar att pengabytena var konstanta till belopp.
Grundmodellen gav ett resultat dér pengar fordelades enligt Boltzmannférdelningen. I
detta avsnitt presenteras en ny modell inspirerad av Chatterjee et al. [23], vars syfte ar att
finna bytesregler som ger upphov till Paretosvansen. Aven i denna modell antas pengar vara
konserverade, varfor utbytesreglerna ovan fortfarande géller. Skillnaden mellan modellerna
ligger séledes i uttrycket for Am. I denna modell &r Am givet av

Am = e(1 = Ap)m(t) — (1 )1 = AJmi(t) . (30)

Med Am definierad enligt ekv. fas att midngden pengar som ingar i varje byte beror
pa de tre parametrarna A;, A\; € (0,1) och € € (0,1). Transaktionens storlek varierar
alltsa fran gang till gang, dven om pengarna alltid &r konserverade. Parametrarna \;
och \; beskriver den sa kallade sparandetendensen hos agent ¢ respektive j mellan vilka
transaktionen sker, och A kan ddrmed ses som en agentspecifik parameter. Som namnet
pa parametern A antyder beskriver \; sparande for agent ¢, detta eftersom parametern
reglerar hur stor andel pengar som agenten far spara i varje byte. Beroende pa hur X\ véljs
kommer agenterna att vara urskiljbara, vilket medfér att denna modell kommer skilja sig
fran de som diskuterats tidigare. Den tredje parametern e ar till skillnad fran de andra tva
parametrarna inte agentspecifik utan karakteriserar sjilva bytet. I kommande simuleringar
antas € genomgaende vara en likformigt fordelad slumpvariabel, som uppdateras infor varje
byte, medan A dndras pa olika sitt. Valet av € medfoér en byteshandel dér transaktionerna
varierar mellan att vara stora och sma relativt hur mycket pengar agenterna har. Ett
specialfall for modellen ar d& A; = A\; = A, med andra ord d4 alla agenter har lika stor
fallenhet att spara pengar. For det beskrivna fallet ges da Am av féljande uttryck:

Am = (1= N)[e(m;(t) +mq(t)) — ma(t)] . (31)

For A = 0 och med e givet av

m; (t) +1
mi(t) +m;(t)
fas foljande bytesregler:



vilka exakt beskriver bytesreglerna for den forsta agentbaserade modellen i kapitel [4
Dérmed kan modellen presenterad i kapitel [4] ses som ett specialfall av modellen vars
bytesregler ges av ekv. med Am givet av ekv. . Specialfallet medf6ér att pengarna
blir Boltzmannfordelade. I kommande avsnitt presenteras resultat fran simulering av denna
modell for olika val av A. Det hela resulterar i identifiering av de parameterval som medfor
en fordelning som uppvisar den eftersokta Paretosvansen.

7.3 Resultat - agentbaserad modell

I detta avsnitt presenteras resultat fran simuleringar av den agentbaserade modell som
introducerades i foregaende avsnitt. Syftet med modellen ar att undersoka vilka faktorer som
orsakar Paretosvansen. Med detta i atanke har tre olika typer av parameterval studerats.
Resultaten for de olika studierna presenteras i féljande ordning: forst presenteras resultatet
da A ar lika for alla agenter. Déarefter presenteras resultatet da \ bestdms slumpméssigt ur
en likformig fordelning. Till sist presenteras resultatet da A véljs likformigt som i foregédende
modell, men nu endast for en viss andel av agenterna. Ovriga agenter far A = 0. For varje
simulering ges resultaten i form av plottar éver den komplementéra kumulativa férdelningen
F(m) i log-logskala. Utéver detta berdknas dven sannolikhetsfordelningens ekvation enligt
dF(m)

e

da anvindandet av P(m) istillet for F'(m) underlittar jamforelse med resultat fran tidigare
kapitel. Av samma anledning berédknas utifran P(m) dven entropin, S, och ginikoefficienten,
G, som definierades i avsnitt Alla resultat dr berdknade for simuleringar dar antal
agenter ar N = 5000 och antal iterationer/tidssteg ar 10 miljoner. Vidare ar begynnelse-
vardet for alla agenter 10 pengaenheter, vilket ger medelvéirdet T, = 10 pengaenheter. De
simulerade resultaten anpassas efter de komplementara kumulativa férdelningarna svarande
mot Boltzmannférdelningen, gammafordelningen eller Paretoférdelningen.

7.3.1 Simulering 1: Alla agenter har samma sparandetendens

Vid denna forsta simulering antas alla agenter ha samma A, det vill sdga A\; = A\; = A
V(i,7) € N. Antagandet innebér att bytesreglerna ges av ekv. . Nedan visas resultatet
fran simulering for fyra olika val av A, ndmligen for A = 0, 0.4, 0.7 och 0.9.
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Figur 13: Komplementéar kumulativ férdelning F'(m), i log-logskala, anpassad efter resultatet
fran simuleringarna. Alla agenter antas ha lika stor sparandetendens.

Tabell 6: Béasta anpassning av P(m), viardet pa ginikoefficienten G samt slutvirdet pa

entropin S.
A P(m) G S
0 0.1e~™/10 0.51 | 1.65-10%
0.4 0.01m3-00—1g—m/3.32 0.31 | 1.52-10%
0.7 | 3.5-1079m"941e=m/126 | 020 | 1.32-10%
0.9 | 5.8 107 16m,274-1e=m/036 | 11 | 1.03 - 10%

Genom att betrakta resultaten av simuleringarna i fig. [L3| kan slutsatsen dras att bytesregler
dér alla agenter har lika A inte medfér Paretosvans, detta da punkterna inte fordelar sig
ldngs en linje i fig. [I3] Istéllet fas att Boltzmannférdelningen &r den bésta anpassningen
dd A = 0, medan pengarna foljer en gammafordelning for évriga . I tabell [6] ges de
exakta uttrycken for sannolikhetsférdelningarna. Betraktas nu véirdet pa ginikoefficieten
konstateras att fordelningen blir mer jamlik d& agenterna har hogre sparandetendens
eftersom G avtar med vixande A, se tabell [l Studera nu entropin for olika A. I kapitel
visades att ett system vars fordelning foljer Boltzmannférdelningen har maximal entropi,
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vilket hir medfér att A = 0 maximerar entropin. Fran tabell [6] fis dessutom att entropin
avtar for vixande A, med andra ord begrinsas antalet tillstand for agenter att befinna sig i
da sparandetendensen \ Okar.

7.3.2 Simulering 2: Likformigt fordelad sparandetendens

Nu undersoks fallet da agenter har olika stor tendens att spara pengar. Detta realiseras
genom att lata \; vara likformigt foérdelade slumptal for alla agenter. Da agenterna antas
ha olika A anvidnds den allménna formen for Am fran ekv. . I figuren nedan presenteras
resultatet av simuleringen.

Simulering med likformig sparandetendens A Simulering, svansen av férdelningen
. o . ! . .

10° 100

107 1071 L

E02t

o Agent data 80 % | .
1073 ¢ . Agent data 20 % ! AN 9 1073 L Ao 20 \
— — - Exponentiell anpassning “ \ : gent data N
Paretoanpassning \

Paretoanpassning

(I 10-4

10 1072 10° 107 10t 10° 10! 102 10% 101
Pengar per agent, m Pengar per agent, m (kr)
(a) F(m) i log-logskala, samtliga agenter. (b) F(m) for de rikaste 20% av agenterna.

Figur 14: Den komplementéra kumulativa fordelningen F'(m), i log-logskala. Anpassningar
har gjorts mot bade exponential- och Paretoférdelningen. Sparandetendensen A &r hér
likformigt fordelad for alla agenter. En separat plot har gjorts for att tydligare visa
Paretoanpassningen for de 20% av agenterna som har mest pengar.

Tabell 7: Bésta anpassning av P(m), vardet av ginikoefficienten G samt slutvirdet av S.

A ‘ P(m), exponentiell anpassning ‘ P(m), Paretoanpassning ‘ G ‘ S
Likformigt 0.34¢—m/3-14 1.10 -~ (101+1) 0.80 | 1.24 - 10°
fordelad

Fran fig. [14] observeras att d& sparandetendensen A; dr dragen fran en likformig férdelning
for alla agenter, fordelar sig pengarna exponentiellt for de 80% av agenterna med minst
pengar. Vidare observeras att for de 20% av agenterna med mest pengar foljer pengarna en
Paretoférdelning med o = 1.01. Entropin fér fordelningen var S = 1.24 - 10* vilket #r ligre
dn entropin for simulering dér alla agenter har A = 0, se tabell [ Jamfors ginikoefficienten
i tabell [7] med ginikoefficienten da alla agenter har A = 0, se tabell [6] framgar det att
ginikoffecieneten ar hogre for en fordelning med Paretosvans é&n vad den &r for en fordelning
utan Paretosvans. Pengafordelningen blir sdledes mer ojamlik d& det finns en Paretosvans.

Intressant ar att undersdka om A paverkar vilka agenter som foljer Paretoférdelningen
och vilka som foljer Boltzmanfordelningen. For att realisera detta plottades korrelationen
mellan pengar per agent m och sparandetendens A. Resultatet presenteras i figuren nedan.
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Figur 15: Korrelation mellan pengar per agent m och sparandetendens A. De 80 % av
agenterna med minst pengar dr utritade i morkblatt, och 6vriga agenter i ljusblatt. Den
lodréta streckade linjen vid A = 0.89 markerar gransen f6r Paretosvansen.

Fran fig. framgar det att méngden pengar, m, som agent i erhaller vid stationér
fordelning ar storre for en agent med stort A; stort A medfor statistiskt sett mycket
pengar. Dessutom framgar det fran fig. att storsta andelen agenter i Paretosvansen
har A € (0.8,1). Alla agenter med A > 0.89 tillhor Paretosvansen, vilket fortydligas med
den streckade linjen. Agenter med lag sparandetendens kan alltsa inte tillhora den del av
populationen vars pengainnehav foljer Paretodistributionen.

7.3.3 Simulering 3: En viss andel har likformig sparandetendens

Nu undersoks vad som hédnder ndr en andel p € (0,1) av agenterna inte har nagon
sparandetendens, medan 6vriga agenter (1 — p) har det. Det vill siga A\; = 0 for agent
i € (1,...,[pN]) (dar [x] &r ndrmaste heltal till x) och \; likformigt fordelat slumptal for
agent i € ([pN]+1,..., N). I fig.|16/nedan presenteras resultatet for p = 0.9 och for p = 0.5.

Simulering 90% sparandetendens A = 0

100 Simulering 50% sparandetendens A\ = 0
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Figur 16: Komplementar kumulativ férdelning F(m), i log-logskala med tva olika anpass-
ningar. Sparandetendensen A ar likformigt fordelad for en andel (1 — p) av agenterna.
A = 0 for 6vriga agenter. De mest formogna agenterna, som svarar mot en Paretosvans,
har plottats med sméa prickar.
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Tabell 8: Bésta anpassning av P(m), vardet pa ginikoefficienten G samt slutvirdet av S.

A P(m), exponentiell anpassning | P(m), Paretoanpassning | G S
p=0.9 0.18¢~m/5:56 0.43 - m~(0-93+1) 0.67 | 1.42- 10
p=05 0.23¢~m/423 1.06 - = (1-03+1) 0.76 | 1.32- 10

I fig. presenteras resultatet da 90% av agenterna i simuleringen saknar sparandetendens,
det vill siga A = 0 for dessa agenter. Enligt anpassningen foljer 98% av agenterna en
exponentiell fordelning medan 2% av agenterna foljer en Paretofordelning med o = 0.93. Fig.
visar hur pengarna fordelar sig da 50% av agenterna har A = 0. Anpassningen visar pa
att 85% av agenterna foljer en exponentiell fordelning medan 15% foljer en Paretofordelning
med a = 1.03. Simuleringen med p = 0.9 resulterade i entropin S = 1.42 - 10* medan
p = 0.5 gav entropi S = 1.32 - 10%. Vidare framgar det fran tabell [§ att ginikoefficienten
ar lagre for simulering med p = 0.9 &n for simulering med p = 0.5, vilket indikerar att
pengafordelningen blir mer jamlik i fallet da fler agenter helt saknar sparandetendens. I
fig. visas korrelationen mellan méngden pengar per agent och sparandetendensen A,
bade for simulering med p = 0.9 och for p = 0.5.
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Figur 17: Korrelation mellan méngden pengar per agent m och sparandetendens A. I fig.
géiller att alla agenter med A > 0.89 tillhér Paretosvansen; for fig. ar motsvarande
gransviarde A = 0.87. Notera att de agenter som tillhor Paretosvansen ar utritade med
speciella, ljusbld, markérer.

Fran fig. [17] dras samma slutsats som fran korrelationsplotten i fig. néamligen att
stort A medfér en tendens att ha mycket pengar néir simuleringen natt jamvikt. Resultatet
fran fig. [17| ger dessutom forklaring till relationerna 98% exponentialtfordelade kontra 2%
Paretofordelade och 85% exponentialtfordelade kontra 15% Paretofordelde nir p = 90%
respektive p = 50% har A = 0. Figuren implicerar namligen att det ar hur stor andel
agenter som har A storre dn cirka 0.85 som avgor storleken pa Paretosvansen, inte hur stor
andel som har A # 0.

7.3.4 Resultat och sammanfattning for de tre simuleringarna

Resultaten fran de tre simuleringarna implicerar att Paretosvansen uppkommer i pengafor-
delningen om agenter antas ha olika sparadetendens \. Jamfors resultaten fran simulering
2 och simulering 3 konstateras att andelen agenter i Paretosvansen dkar da andelen agenter
med stor sparandetendens A 6kar. Jamfors nu ginikoffecienterna fran simulering 2 och
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simulering 3, se tabell [7] och tabell [§] konstateras att ginikoefficienten minskar med an-
delen agenter i Paretosvansen. Med andra ord: férdelningen med fa agenter tillhérande
Paretosvansen &r mer jamlik.

Betrakta nu entropin. I simulering 1, dar A = 0 for alla agenter, erh6lls den hogsta
entropin med ett virde pa S = 1.64 - 10%. Denna simulering var &ven den som gav upphov
till Boltzmannfordelningen. I kapitel [3| konstateras att entropin &r maximerad for denna
fordelning; de andra férdelningarna gav ldgre entropi. Darmed fastslas att entropin for
jamviktfordelningen inte &r maximal da A véljs lika men nollskild for alla agenter, eller da
A = 0 for en andel av agenterna men nollskild fér 6vriga. Resultatet antyder att om inte
agenter som mots i ett byte har samma forutsdttningar, kommer inte pengarna sprida sig
pa sa sitt att maximal entropi uppnas.

7.4 Tolkning av simulering: varfér uppkommer Paretodistributionen?

I foregédende avsnitt presenterades resultat fran den agentbaserade modellen som definieras
i avsnitt Huvudsakligen lag fokus pa att underséka hur A paverkar férdelningen, dérfor
presenterades resultat fran simuleringar dér A\ karakteriserats pa tre olika sdtt. Forst
studerades hur fordelningen paverkades d& A var konstant och lika for alla agenter. Darefter
presenterades férdelningen for en modell med A likformigt fordelad for alla agenter. Till sist
presenterades dven fordelningen som uppstod da en andel av agenterna hade en nollskild
och likformigt férdelad sparandetendens. Sammanfattningsvis pavisades att da alla agenter
har nollskild sparandetendens kommer pengarna spridas mer jamlikt 6ver systemet. Vidare
observerades att da A valdes olika for agenterna sa uppstod en Paretosvans i fordelningen.

I detta avsnitt underséks modellens parametrar med fokus pa A for att ge en forklaring
till resultaten. For att askadliggora hur A paverkar agenterna betraktas ekvationerna nedan:

'mi(t + 1) = mz(t)()\z +€— 6)\1‘) + mj(t)e(l — )\j)

ﬂ’Lj(t + 1) = mj(t)(l — 6(1 — )\])) + mi(t)(l — )\Z)(l — 6) . (32)

Dessa bytesregler ar visentligen bytesreglerna som ges i ekv. kombinerade med
uttrycket for Am i ekv. . Fran forsta raden ekv. observeras foljande: det gagnar
agent 7 ifall \; ar stor, detta eftersom \; + € — e\; dr en vixande funktion i A\; € (0,1) da

€ (0,1). Vidare ger den andra termen pa samma rad att det ar fordelaktigt for agent 4
ifall \; ar liten. Liknande slutsatser kan dras for agent j utifran ekvationens andra rad.
Sammanfattningsvis implicerar bytesreglerna i ekv. att agenterna gynnas av att deras
egna A ar stora, samtidigt som den andra agenten i bytet har litet A, eftersom de da
kommer att ha kvar mer pengar vid ett byte. Har fas en situation dér en agent med mycket
pengar tjanar mer i varje byte; analysen av ekvationerna stimmer ddrmed val 6verens med
resultaten fran simuleringen.

7.5 Dataanpassning

For att validera modellens trovirdighet, med fokus pa att underscka rimligheten av
inkomstfordelningar med Paretosvans, sa har svensk inkomstdata undersokts. I fig.
presenteras statistik 6ver den svenska inkomstfordelningen ar 2015. I fig. [I8a] visas den
komplementira kumulativa fordelningen, F(m), fran ekv. (28)), i log-logskala. I fig.
illustreras svansen av fordelningen plottad i log-logskala. Vidare ges anpassningarnas
sannolikhetsfordelning i tabell [0} Datan &r himtad fran Statistiska Centralbyran [24).
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Figur 18: Figurerna visar den komplementéira kumulativa fordelningen F'(m), for svenska
inkomsttagare. Forst visas hela fordelningen och sedan endast de rikaste procenten.
Tabell 9: Bésta anpassning P(m).

Land ‘ Ar ‘ P(m), Gammaanpassning ‘ P(m), Paretoanpassning
Sverige | 2015 | 4.1-10~*m!53-1e=m/1T774 [ 3 67. 107 . = (G014D)

I fig. [I8) syns att den svenska inkomstfordelningen tenderar att uppvisa tva strukturer. For
de rikaste procenten av sveriges befolkning beskriver en Paretoférdelning med o = 3.01
inkomstférdelningen vil. Majoriteten av svenska inkomsttagare har dock inkomster som
foljer gammafordelningen. Se tabell[J] for de exakta uttrycken. Som ndmns i inledningen har
tidigare undersékningar av inkomstdata fran andra ldnder d&ven de pavisat en Paretosvans.
I USA, England och Tyskland har det visats att 1 till 3% av befolkningen foljer Pareto-
fordelningen [25] [22]. Detta stdmmer 6verens med de ovan presenterade resultaten. Den
svenska inkomstdatan skiljer sig dock fran inkomstdatan fran USA, England och Tyskland
i en aspekt: i Sverige dr gammafordelningen den bésta anpassningen for majoriteten medan
Boltzmannfoérdelningen ger en battre representation av inkomsterna i de tre andra landerna.

7.6 Sammanfattning och tolkning

I detta kapitel vidareutvecklades den grundlédggande simuleringsmodellen i syfte att kunna
presentera en modell dir Paretosvansen uppkommer. I avsnitt [7.3] presenterades resultaten
fran modellen; dar framgick att da sparandetendensen A véljs sa att en andel av agenterna
saknar sparandetendens, det vill siga A = 0 for en andel av agenterna, sa uppkommer
Paretosvansen i fordelningen. Déarefter tolkades parametrarnas betydelse for fordelningen i
avsnitt [7.4] Fran tolkningen konstaterades att Paretosvansen uppkommer da olika agenter
har olika formaga att tjdna pengar i varje byte, ndmligen da en agent med mycket pengar har
lattare att tjina pengar dn vad en agent med lite pengar har. Dessutom berdknades entropin
for varje simulerad fordelning, nagot som visade pa att entropin blir mindre i modeller
dér Paretosvansen uppkommer. Bytesreglerna for denna modell innebéar att agenterna
har varierande formaga att tjdna pengar. P4 grund av detta blir agenterna urskiljbara
och systemet kan inte lingre fordela sig sa att maximalt antal tillstdnd ockuperas. Detta
begréansar entropin for systemet.

I avsnitt presenterades svensk inkomstdata. Det visade sig att dven den svenska
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inkomstfordelningen tenderade att uppvisa tva strukturer, dir de rikaste procentens in-
komster foljer Paretoférdelningen. Inkomstférdelningen for Sverige 6verensstammer darmed
med den tredje simuleringens resultat. Det &r troligt att samma drivkraft som ger upphov
till Paretosvansen i modellens ocksé orsakar uppkomst i datan. Paretosvansen i den svenska
datan kan ddrmed, analogt med modellen, vara en f6ljd av att personer med mycket pengar
har lattare att tjdna mer pengar. Om vi reflekterar 6ver hur ekonomin fungerar verkar
resultatet rimligt; en person som har mycket pengar kan investera dessa och tjana dnnu
mer pengar.

Vart att notera ar att de simulerade resultaten i ett avseende skiljer sig fran den svenska
inkomststatistiken. Detta géller formen hos den rikedomsférdelning som géller fér majorite-
ten av agenterna, de som inte hor till Paretosvansen. Resultatet fran den agentbaserade
simuleringen visar att pengarna hos majoriteten av agenterna ar exponentialfordelade,
medan den svenska datan visar att majoritetens inkomst dr gammaférdelad. Denna skillnad
kan forklaras med hjalp av det generella entropibegreppet som presenterades i kapitel [6]

Det faktum att befolkningens inkomster kan beskrivas av tva olika férdelningar ses
som en foljd av att inkomsten genereras pa olika sétt. Majoriteten av befolkningen arbetar
for att forsorja sig; en tjanst de utfor som anstéllda inom en organisation bedéms ha ett
visst virde och de kompenseras dérefter. De rikaste procenten av befolkningen behéver,
tack vare sin formogenhet, inte arbeta i den klassiska bemérkelsen. Deras inkomst generas
istdllet generellt genom investering eller som réanta pa de tillgangar de redan forfogar|[26).
En agent med stor formogenhet kommer tack vara detta fi en markant stérre inkomst
och pa sa sitt okar agentens chans att bli rik ytterligare. Detta skulle kunna uttryckas
som rena motsatsen till Boltzmannférdelningen, dér sannolikheten att 6ka sin formogenhet
avtar snabbt. Detta gor d&ven att Paretosvansen ar starkt beroende av bérsmarknaden. Till
skillnad fran exponential- och gammaférdelningen, som &r sd gott som stationéra, har det
observerats att Paretoférdelningen fluktuerar och tenderar att svélla upp eller krympa i
takt med borsen [3].
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8 Diskussion och slutsats

Malet med detta arbete var att med hjalp av metoder hidmtade fran statistisk fysik
forklara aspekter hos komplexa ekonomiska system. I stravan att uppna detta mal inleddes
arbetet med att grundligt forklara viktiga begrepp fran den statistiska fysiken, sa som
multiplicitet och entropi. Det argumenterades fér att maximering av entropin ar ekvivalent
med att finna det mest sannolika makrotillstandet for ett stort system. Det mest sannolika
makrotillstdndet avgdr i sin tur stationértillstandet, vilket i det enklaste fallet visade
sig karaktériseras av Boltzmannfordelningen. Vart att notera har &r att en helt uniform
fordelning svarar mot ett enda mikrotillstand och att denna férdelning darmed faktiskt ar
mest osannolik. Intuitivt kan man tycka att tillgdngar bor fordelas jamnt éver en befolkning
men detta stimmer inte; med fria transaktioner kan en uniform férdelning endast uppnas
da man omférdelar férmogenhet med hjélp av till exempel skatter eller bidrag.

Utifran denna teori presenterades en agentbaserad grundmodell, som pa ett enkelt
sdtt modellerade utbyte av pengar. En simulering av denna modell resulterade i att
pengarna fordelade sig 6ver agenterna enligt Boltzmannférdelningen, precis som forutsagts
analytiskt. Ddrmed kunde slutsatsen dras att den grundlidggande simuleringsmodellen val
approximerade det verkliga utbytet av pengar mellan individer. For att ytterligare styrka
att modellen ger en rattvis bild av hur pengar sprider sig i verkligheten jamfoérdes det
simulerade resultatet med inkomststatistik fran USA. Da denna inkomstférdelning visade
tydliga tendenser att vara Boltzmannfordelad ansags modellens troviardighet vara validerad.

Ovan ndmnda resultat, att tillgdAngarna distribueras enligt Boltzmannférdelningen,
implicerade att pengar i ett samhélle faktiskt sprider sig 6ver befolkningen pa samma sétt
som energi sprider sig 6ver partiklar i en gas. Det var dérefter intressant att undersoka
huruvida modellen kunde modifieras pa olika sétt sa att fler ekonomiska fenomen kunde fa
en forklaring kopplad till maximering av entropin.

Som en forsta modifiering av modellen undersoktes fenomenet skuld. Det var d& naturligt
att dela upp tillstanden i tva kategorier, en for tillstand med negativa pengaviarden och
en for tillstdnd med positiva sadana. Detta steg paverkade uttrycket for multipliciteten,
varfor uttrycket for entropin ocksa fick modifieras. Analytisk maximering av denna entropi
resulterade i tva mojliga distributioner, en for negativa och en for positiva penningvérden.
De béda losningarna visade sig vara Boltzmannférdelade. Skulden férutsidgs darfor vara
Boltzmannférdelad, liksom de positiva pengarna. Agentbaserad simulering samt svensk
statistik styrkte detta antagande, varfor det kunde konstateras att maximering av entropin
kunde anvéndas for att motivera vélstandsfordelningen dven i detta fall.

Efter detta undersoktes pengaférdelningen sedan skatt introducerats. Det konstaterades
att de olika mikrotillstinden inte l&ngre var lika tillgdngliga, vilket medfoérde att makrotill-
standet med den storsta multipliciteten inte langre sammanfoll med stationartillstandet.
Maximering av entropin kunde dérfor inte anvindas rakt av. Istéllet introducerades en ny,
modifierad multiplicitet genom att multiplicera den vanliga multipliciteten med en vikt-
ningsfaktor. En ny, viktad entropi definierades utifran denna viktade multiplicitet och pa sa
sitt erholls ett nytt uttryck for motsvarande stationdrfordelning. Det visade sig finnas goda
indikationer pa att denna foljde gammafordelningen. Simuleringar av inkomst- respektive
formoégenhetsskatt resulterade ocksa i en gammafordelad distribuering. Jimforelse av in-
komststatistik fran Sverige och USA visade att de svenska inkomsterna ar gammafordelade,
medan distributionen av amerikanska inkomster béattre féljer Boltzmannférdelningen. Da
den svenska skattenivan ar hogre dn den amerikanska styrker detta teorin att beskattning
resulterar i en gammaformad pengaférdelning.

Slutligen studerades pengaférdelningen hos de rikaste procenten av populationen. Det
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dar sedan linge ként att pengarna hos denna andel av befolkningen ar Paretofoérdelade [4].
Genom justering av utbytesreglerna fér grundmodellen pa ett sidant satt att formogna
agenter lattare kunde tjina mer pengar d&n mindre formogna agenter, kunde en sadan
pengafordelning erhallas genom simulering. Det visade sig att entropin hos den stationéra
Paretofordelningen var ligre dn for den exponentialférdelade stationédrférdelningen. Detta
forklarades genom att konstatera att da olika agenter har olika mdojlighet att tjana pengar
kommer inte ldngre det mest sannolika makrotillstandet att vara det tillstind med den
hogsta multipliciteten. Precis som i fallet for skatteundersokningen beror detta pa att de
olika mikrotillstandens tillgdnglighet paverkas.

System av partiklar stravar efter ett tillstand som maximerar entropin. Vara resultat
implicerar att d&ven pengar i ett samhélle strévar efter att sprida sig sa att entropin maxi-
meras. Andras reglerna for pengautbytet pa s sitt att vissa tillstdnd blir mer eller mindre
tillgéngliga, eller pa sa séitt att olika personer har olika utbytesregler, kommer systemet
inte nodvandigtvis folja Boltzmannfordelningen. Systemet kommer dock fortfarande att
strava mot att maximera entropin. Vidare kan det konstateras att de anvinda metoderna
for arbetet gav framgangsrika resultat; det visade sig anvindbart att applicera metoder
fran statistisk fysik pa ekonomiska system. Det ar dock vért att ndmna att det kan finnas
alternativa tolkningar och modeller som forklarar systemen béttre.

8.1 Diskussion av framtagna modeller

Metoder fran fysik kan inte hur som helst appliceras pa ekonomi, och under arbetets gang
har det ibland hént att vi behovt forkasta hypoteser da de visat sig vara felaktiga. I tidiga
stadier av detta arbete undersoktes till exempel huruvida virmeledningsférméaga kunde
anvandas for att modellera handel mellan l&nder. Enligt var hypotes borde pengar strémma
fran de lander med hog pengatemperatur till de linder med lag, men efter tva veckors
litteraturstudier hade vi endast funnit resultat som direkt motséager detta. I den fardiga
rapporten har vi stravat efter att endast diskutera paralleller mellan fysik och ekonomi
som har kunnat verifieras. De modeller som framgéangsrikt tagits fram inom econophysics
ar exempel pa fall diar en egenskap hos den ekonomiska datan tydligt kan relateras till
fysikaliska fenomen.

I denna undersckning har det varit nodvandigt att gora vissa antaganden som visat sig
rimliga vid jdmforelse mot ekonomisk data, men som &r svara att motivera rent teoretiskt.
Ett grundlaggande pastaende i kapitel 4] ar att alla kép av varor och tjénster i samhallet
sker helt slumpmaéssigt. Vad som i verkligheten leder till en transaktion beror dock pa
en méangd olika faktorer och beslut som fattas pa individniva. Da ett storre system blir
otroligt komplext med sa manga parametrar att ta hdnsyn till var det nédvéandigt att
skapa en férenklad modell fér hur transaktionerna sker. Har betraktas alla agenter som
identiska, utan individuella mal eller strategier, och varje transaktion modelleras med
en stokastisk process. Inom fysiken ar det vanligt att pa detta sétt soka efter en enkel
men fungerande modell av komplexa system. Huruvida de approximationer som gjorts ar
rimliga pa mikroniva kan diskuteras, men storskaligheten hos de system som betraktas
anses stodja antagandet om slumpméssiga transaktioner [27]. Resultat som erhalls senare i
avsnittet visar att systemet framgangsrikt kan approximeras pa detta sétt.

Om varje partikel ses som en aktor och man later kinetisk energi motsvaras av eko-
nomiska tillgangar kommer energiférdelningen 6ver partiklar i en gas vara analog med
formogenhetsfordelningen 6ver en befolkning. Det dr den totala méngden energi, eller
pengar, som ar intressant. Trots detta anvinds i denna rapport statistik 6ver inkomster
och inte férmogenheter vid majoriteten av de dataanpassningar som utfors. En jamforelse
med férmogenhetsfordelningen i samhéllet skulle ge storre trovirdighet, men anvindbar
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sddan data finns generellt inte offentligt tillgdnglig. Genom hela arbetet har vi ddrmed fatt
anta att en inkomstférdelning ger en bra representation av hur pengarna ar férdelade i
samhéllet. Trots att denna approximation inte kan bekréftas antas den vara rimlig [13].
Om det visar sig att inkomstfordelning och rikedomsférdelning inte korrelerar val kan
resultaten fran denna understkning ogiltigforklaras.

8.2 Forslag pa vidare studier

I denna rapport jamfors tva lander, Sverige och USA, med de framtagna modellerna. I bada
fallen har modellerna visat sig representera verkligheten vail. Detta kan bero pa att de bada
linderna i grunden &r kapitalistiska, &ven om de har olika skattenivaer. Ett, till exempel,
kommunistiskt land kan dock visa sig avvika markant fran de modeller som konstruerats
och en sddan undersokning ar darfor intressant. Kanske &dr modellen bara representativ for
en kapitalistisk ekonomi? Om sa ar fallet, vad avgér huruvida modellen &r anviandbar?

Man kan fraga sig vad som egentligen orsakar specifika beteenden hos en ekonomi. Ett
sitt att undersoka detta ar att jamfora inkomstférdelningar fran ar till ar och se vilka
viktiga politiska hédndelser som kan kopplas till fluktuationer i férdelningen. Genom att
studera fordndringar 6ver lang tid kan man eventuellt dra ytterligare slutsatser kring vilka
krafter som paverkar inkomstférdelningen. Dessa slutsatser skulle d& vara baserade pa
verklig statistik snarare dn pa simuleringar, till skillnad fran resultaten av detta arbete.

Vidare vore det intressant att fortsdtta pa de spar som paborjats i detta arbete. Man
skulle da kunna prova att modifiera den agentbaserade modellens utbytesregler ytterligare,
i syfte att forsoka ringa in orsaken till de uppkomna distributionerna ytterligare. P4 grund
av de uppsatta tidsramarna har héir endast ansatser kunnat goéras. Optimalt vore att
slutligen sammanfoga de olika modellerna till en enda storre modell, forslagsvis genom
inférandet av en allméngiltig, generaliserad "entropi'. En sddan modell och entropi ar
dock svar att fa till. Detta ses tydligt genom antalet mindre lyckade forsok beskrivna i
litteraturen.

Ett forhallandevis enkelt séatt att forbattra resultaten fran detta arbete hade varit
béttre tillgang till data. Idealt borde man anvéinda ren radata for inkomster istéllet for
behandlad och sammanstélld statistik som i denna studie. Man hade da kunnat dela upp
sina intervall pa det sétt man sjalv onskat och pa sa séatt forbattrat upplésningen pa de
framrdknade inkomstférdelningarna. Tillgangen pa data har genomgaende varit en mycket
begrinsande faktor, sérskilt i de fall da svensk inkomststatistik sokts.

8.3 Slutsats

Sammanfattningsvis kan slutsatsen dras att metoder himtade fran statistisk fysik fram-
gangsrikt kan anvindas for att underséka dven monetéra distributioner. Det dr dock viktigt
att poangtera att man generellt sett bor vara forsiktig da man drar paralleller mellan
ekonomi och fysik. Just statistisk fysik lampar sig val, detta pa grund av de aktuella
systemens storlek. Sérskilt entropibegreppet har visat sig kunna ge en bra férklaring till
varfor de undersokta vilstandsfordelningarna ser ut som de gor.
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A Harledning av uttryck for multipliciteten

Foljande ekvation beskriver multipliciteten 2 for en given uppséattning Ng, N1, ..., Nas i
relation till det totala antalet agenter IN:

N!
~ Np! Nyl ... Ny!
) beskriver pa hur manga sitt den givna uppsattningen Ny, N1, ..., Nys kan véiljas ur N

element. Den forsta faktorn, ( ]J\X) ), anger antalet kombinationer d& Ny element véljs av N.
Sedan viljs Ny element av de N — Ny kvarvarande elementen: (Y ;,fv %)

varje N, fran 0 till M fas foljande uttryck:

N\ /N—=Ny\/(N—=Ny—N\ [N—=Ny— .= Noss\ (N = No— ... — Nays
No N No Ny Num

Binomialkoefficienternas utseende gor att detta kan utvecklas enligt:

Q

. Upprepas detta for

N! (N—No—...— Npy—o — Ny—q)! N!
No! (N — No)! ™ Npy!(N —No—...— Ny—1 — Npr)! - No! Ny! ... Npy!

Taljaren och delar av ndmnaren i tva intilliggande faktorer kommer visa sig kancellera
varandra. Kvar blir den forsta faktorns taljare, V!, varje faktors namnare, No!, N1!,...Np!,
och den sista faktorn delndmnare, (N — Ny — ... — Njys—1 — Npy)!. Da Z%:O N,, =N
kommer talet inuti denna fakultet bli noll, och eftersom 0! = 1 kan faktorn strykas.



B Maximering av lagrangianen

Har maximeras lagrangianen L genom aaTLm =0 V N,,. Notera att lagrangianen &r en

strikt vixande funktion, vilket innebér att den extrempunkt som erhélls maste vara ett

maxima. ur u
L=NInN-)Y NyplnNp+ > Np(a—pm). (33)
m=0 m=0

Notera att d&ven den forsta termen, IV In N maste deriveras, da:

M M
NInN =" Nypln( > Np)
m=0 m=0

= NImN=..+N,In(... + Ny + ..) + Npps1 In (c.. + Nppy +...) + ...

Utfors denna derivering blir resultatet darmed:

Ny N,
m
Derivering av den andra termen i ger:
0 % NopIn Nyp) = — =0 (4 NppIn N+ o) = —InNpp 1. (35)
ONp, ' 2 oN.,
Slutligen deriveras den sista termen:
O (S Nl = Bm) = =0+ Nl ) 4 ) == 8 (36)
— a—pBm)) = ——/... a—pm)+..)=a—pBm.
ONp - =7 ONpm, "

Nu kombineras , och under maximeringsvillkoret BBTLm =0
InN+1—InN,, —1+a—m=0

N, N,
:lnﬁ:a—ﬁmiwm:e

a—fBm
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