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Sammandrag

Syftet med det hér projektet dr att undersdka hur val artificiella neurala nétverk kan
tilldmpas inom kvantmekanisk felkorrektion i toric code-modellen, vilket &r en kvant-
mekanisk felkorrigerande kod beskriven av ett gitter med spinn. Gittret har periodiska
randvillkor, och vid minimerad energi finns det fyra mojliga grundtillstdnd. Energin hos
systemet kan 6ka om slumpméssiga spinn flippas i gittret och da uppstar sa kallade fel i
koden. Néar koden anviands inom kvantmekanisk informationslagring ar det av intresse att
korrigera dessa fel pa ett sédtt som later systemet aterga till samma grundtillstand som
fore feluppkomsten. Det dr denna process som kallas kvantmekanisk felkorrektion. I det-
ta projekt implementeras beteendestyrt larande (eng. reinforcement learning) i algoritmer
som anvéander artificiella neurala natverk for att utféra felkorrektion. Konvolutionella samt
fullt kopplade nétverk implementeras tillsammans med SARSA-algoritmen (State-Action-
Reward-State-Action). Det konvolutionella nitverket uppvisar battre prestanda och kor-
tare inldrningstid &n det fullt kopplade nétverket. Nétverket aterfér systemet till rétt
grundtillstand i 94 % av fallen for ett gitter innehallande 7 x 7 plaketter, diar 5 % av
gitterpunkterna ar utsatta for spinnflipp.

Nyckelord neurala nitverk, maskininlérning, toric code, beteendestyrt larande, kvant-
mekanisk felkorrektion

Abstract

This project aims to explore the application of artificial neural networks in quantum er-
ror correction and more specifically in the toric code model, which is a quantum error
correcting code represented by a spin lattice. The lattice has periodic boundary conditions
and it has four possible ground states at minimum energy. The energy of the system may
be increased by randomly occurring spin flips in the lattice which gives rise to so called
errors in the code. When the code is used for quantum information storage, it is desirable
to cancel these errors in such a way that the ground state of the system is preserved. This
process is referred to as quantum error correction. In this project, reinforcement learning
is implemented in algorithms that use artificial neural networks for the purpose of error
correction. Convolutional and fully connected neural networks are implemented in combi-
nation with the SARSA (State-Action-Reward-State-Action) algorithm. The convolutional
network performs better and is trained faster than the fully connected network. It returns
the system to the correct ground state in 94 % of test cases for a lattice containing 7 x 7
plaquettes, where 5 % of spins are flipped.

Keywords neural networks, machine learning, toric code, reinforcement learning, quan-

tum error correction
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1

Inledning

Kvantmekanisk informationslagring ar ett omrade som skiljer sig fran klassisk informa-
tionslagring genom att kvantmekaniska effekter i form av linjarkombinerade tillstdnd och
sammanflatning utnyttjas [I]. En dator som bygger pa kvantmekanisk informationslagring,
en sa kallad kvantdator, skulle kunna l6sa vissa berédkningsintensiva problem effektivare
an en klassisk dator [2]. For att kvantdatorer ska kunna konstrueras och anvéandas krivs
dock metoder for att skydda lagrad information genom att korrigera fel som slumpméssigt
kan uppsta i ett kvantmekaniskt system. En vanlig metod &r att lagra informationen i sa
kallade felkorrigerande koder, varav ett viktigt exempel &r toric code [3].

Maskininldrning ar ett omrade inom datavetenskap dér smarta algoritmer anvinds for
att 16sa komplexa problem i fall ddr analytiska losningar ar svarformulerade. Effektivise-
ring av de bakomliggande algoritmerna och kraftfullare datorer har gjort maskininlarning
till ett problemlosningsverktyg i doméner dar det tidigare ansags omojligt pa grund av de
stora dataméngder som behover hanteras [4]. Framgangarna har lett till ett stort intres-
se for att utforska nya tillampningsomraden fér maskininldrning, exempelvis inom fysik
[5]. Ett verktyg som vanligen anvinds inom maskininldrning idag ar artificiella neurala
natverk, vilket &r en typ av funktionsapproximator som fatt sitt namn av att verktyget
tagit inspiration fran processer i den biologiska hjarnan [6]. Fordelen med artificiella neu-
rala nitverk ar att de kan approximera ett vitt spann av funktioner, 4ven sadana som &r
icke-linjéra och anvénder sig av brusig och varierad input [7].

En metod fér maskininldrning som ofta anvinds for beslutsprocesser ar beteendestyrt
larande (eng. reinforcement learning) [8]. Férdelen med metoden &r att man inte pa férhand
behover ha ndgon information om vilka beslut som ar optimala, vilket &r fallet i manga
verkliga processer. Ett exempel pa ett problem déar beteendestyrt ldrande har applice-
rats framgangsrikt dr briadspelet go, som pa grund av sin komplexitet gor det svart att
utvardera alla tdnkbara drag [9].

Det &r inte uppenbart hur kvantmekanisk felkorrektion i toric code ska genomféras
pa optimalt sdtt, vilket gor det intressant att forsdoka anvidnda maskininldrningsmetoder.
Tidigare har ett neuralt niatverk, trdnat med o6vervakat larande (eng. unsupervised le-
arning), lyckats uppna resultat jamforbara med de klassiska algoritmer for felkorrektion
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som finns [10]. Felkorrektionen kan &dven formuleras som en beslutsprocess och det skulle
darfor vara av intresse att applicera beteendestyrt ldrande pa problemet.

1.1 Syfte och avgrinsningar

Detta projekt syftar till att underséka hur val neurala nédtverk med hjélp av beteendestyrt
larande kan implementeras for att korrigera fel pa ett sédtt som bevarar grundtillstandet
i toric code. Vidare syftar projektet till att understka hur val olika nétverksstrukturer
presterar samt hur nitverken pa bésta sitt trénas for att uppna maximal prestanda.

Pa grund av att de tillgdngliga berdkningsresurserna ar begransade till persondatorer
utan mojlighet att utnyttja grafikprocessorer maste en gréins séittas pa hur stora modeller
som kan behandlas. For att trédningstiden inte ska G6verskrida en vecka begrénsas stor-
leken av modellerna till att innehélla 11 x 11 plaketter. Givet tillgang till kraftfullare
berdkningsresurser kan simuleringarna i framtida studier med fordel skalas upp till att
omfatta storre matriser for att fa en béttre forstaelse for hur storleken pa koden paverkar
algoritmens prestanda.

Det finns flera olika typer av fel som kan uppkomma i en toric code, men dessa kan
med fordel studeras oberoende av varandra [11]. Déarfor betraktas endast sé kallade kvant-
mekaniska bitflippfel i detta projekt.

1.2 Etiska aspekter

Maskininldrning kan inom en snar framtid komma att bli en ovérderlig stéttepelare inom
IT-vérlden. Precis som for andra tekniker finns &ven mojligheten att maskininldrning kan
anvandas i applikationer som motstrider vara etiska ideal. Exempelvis ar krigforing ett
omrade dar maskininldrning kan fora med sig allvarliga konsekvenser. For att férhindra
att denna typ av utveckling blir verklighet kommer det att krivas globala insatser och
samarbeten for att bygga upp ett regelverk kring anvindandet av maskininlédrning, neu-
rala nédtverk och artificiell intelligens. Historien har manga ganger visat vad som hénder
ndr anvindandet av nya tekniker inte regleras fran férsta borjan. Ett talande exempel ar
kérnvapen, vars konsekvenser lever kvar i vara samhéllen dn idag. Om en artificiell in-
telligens ska ha en plats i detta samhélle &r det déarfor viktigt att ha en tydlig plan for
vilken roll tekniken ska tjdna, samt vilka atgérder som kommer att behéva vidtas for att
utveckla tekniken i den &nskade riktningen. Vi dr av asikten att fordelarna som maski-
ninldrningsmetoder kan bidra med till samhéllet 6vervinner de nackdelar som finns och gor
det etiskt forsvarbart att bedriva forskning inom omrédet. Ansvaret for att denna forsk-
ning utfors pa ett hallbart sétt ar en politisk fraga och ar dérfér inget som ska beslutas
av enskilda aktorer.
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D4 toric code-modellen kan komma att visa sig ha en viktig roll i framtida kvantdatorer
ar dven etiska aspekter gillande dessa viktiga att beakta. En framgangsrik realisering av
kvantdatorer skulle kunna lésa manga problem inom forskningsfilt dar berdkningsresurser
utgor en begransning i dagsléget. Till de etiska nackdelarna hor bland annat kvantdatorers
effekter inom IT-sdkerhet. Krypteringsmetoderna som i dagsléget anvands for att skydda
information pa néatet forlitar sig pa att vanliga datorer inte kan primtalsfaktorisera stora tal
[12]. Kvantdatorer skulle ddremot inte ha nagra som helst problem att primtalsfaktorisera
dessa tal. Effekten av kvantdatorernas introducering skulle darfor bli att all kryptering for
kénsliga dokument skulle bli foraldrad. Det dr darfor av stor vikt att det sker utveckling
av nya krypteringsmetoder parallellt med utvecklingen av kvantdatorer [I3]. Precis som i
fallet med maskininlarning sa bor beslut for hur tekniken ska utvecklas fattas pé en hogre
niva.
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Teorl

Detta kapitel presenterar den teori varpa projektet bygger. Forst behandlas toric code-
modellen och dérefter hur uppkomna fel i en toric code kan korrigeras. Grunderna for
artificiella neurala nétverks arkitektur presenteras, foljt av ett avsnitt om traningsmetoder
som anvéinds for att optimera maskininldrningsprogram for olika applikationer.

2.1 Toric code-modellen

Inom klassisk informationslagring anvénds en bit som den minsta informationsenheten,
som kan anta ett av tva logiska vérden [11]. Kvantmekanisk informationslagring bygger, till
skillnad fran klassisk informationslagring, pa att information lagras som ett superponerat
tillstand hos ett kvantsystem [I4]. Den minsta informationsenheten kallas i det hér fallet
en kvantbit. Vid bade klassisk och kvantmekanisk informationslagring finns ett behov av
att skydda lagrad information mot fysikaliska fel som uppkommer i praktiken [15].

Det ar viktigt att skilja mellan logiska kvantbitar och fysikaliska kvantbitar, dér de
forsta utgdér de minsta faktiska informationsenheterna, medan de senare ar fysikaliskt
implementerade kvantbitar, exempelvis en elektrons spinn [11]. Skydd vid klassisk infor-
mationslagring bygger ofta pa att kopior av samma information lagras parallellt, for att
mojliggora identifiering och korrigering av fel. Denna metod kan dock inte anvidndas vid
kvantmekanisk informationslagring, da en identisk kopia inte kan skapas av ett superpo-
nerat kvanttillstand utan att kollapsa det ursprungliga tillstandet [16]. En 16sning som
fungerar i det kvantmekaniska fallet ar att koda informationen som lagras i en logisk
kvantbit i termer av flera fysikaliska kvantbitar, vilket forst gjordes av Peter Shor [17].
Dessa konstruktioner kallas for kvantmekaniskt felkorrigerande koder och ett exempel pa
en sadan kod &r toric code [3], vilket utgor fokus for detta projekt.

En toric code defineras pa ett tvadimensionellt gitter med periodiska randvillkor som
gor att den geometriskt antar formen av en torus, se figur [3]. Gitterpunkterna ligger
ordnade sé att varje gitterpunkt kan ses som kanten pa en kvadratisk plakett, se figur [2.15]
Hornet pa en sadan plakett kommer vidare att benémnas som ett vertex. Varje gitterpunkt
motsvarar en fysikalisk kvantbit vilket i detta projekt motsvaras av ett spinn. Spinnet
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befinner sig i ett tvadimensionellt tillstandsrum med bastillstand |0) som motsvarar spinn
ner och |1) som motsvarar spinn upp.

°
® o

®
®

®

® o ®

. clc

(a) (b)

Figur 2.1: a) Pa grund av de periodiska randvillkoren i toric code tar gittret formen av
en torus. b) Tvadimensionell gitterrepresentation av en toric code. Gitterpunkterna dar
markerade med en cirkel och motsvarar en fysikalisk kvantbit med ett spinn, som syns
ligger ordnade i ett kvadratiskt gitter. Det mérklagda omrddet visar en plakett och det
nringande omradet visar ett vertex.

2.1.1 Operatorer for toric code

Det finns olika typer av fel som kan uppkomma pa en enskild fysikalisk kvantbit i koden
[11]. Det hér projektet behandlar enbart den typ av fel som uppkommer under inverkan av
en Pauli X-operator, sa kallade bitflippfel. Pauli X-operatorn, som &r en linjir operator,

X:[(i (1)]

Denna verkar pa ett bastillstand genom att byta riktning pa spinnet, enligt

kan pa matrisform skrivas som

X10) = [1), X |1) = [0). (2.1)

Toric code ar ett exempel pa en stabilisatorkod, vilket &r en speciell typ av kvantme-
kaniskt felkorrigerande kod [I8]. For en stabilisatorkod definieras stabilisatorgeneratorer,
vilka ar operatorer som kan verka pa koden utan att kollapsa det kvantmekaniska till-
standet [11]. For toric code-modellen finns det tva olika typer av stabilisatorgeneratorer:
vertexoperatorer och plakettoperatorer. Varje vertexoperator har ett associerat vertex och
verkar med Pauli X-operatorer pa varje spinn som angrénsar till detta. Plakettoperatorn
verkar pa en plakett och &r relaterad till systemets energi, vilket diskuteras i avsnitt [2.1.2]

I ett kvadratiskt gitter med sidlangd L, det vill sdga L plaketter i horisontellt respektive
vertikalt led, finns det 2L? fysikaliska kvantbitar [TT]. I samma gitter finns L? plaketter
och L? vertex. Det &r mojligt att infora L? — 1 oberoende plakettoperatorer och L? — 1
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oberoende vertexoperatorer, vilket gor att antalet logiska kvantbitar k£ som kan kodas i
toric code-modellen &r
k=2L*—(I1*-1)— (L* - 1) =2, (2.2)

dér varje logisk kvantbit kan anta ett av tva vérden [I1]. De tva logiska kvantbitarna kan
darfor tillsammans anta fyra olika kombinationer av varden. Varje kombination av vérden
for de logiska kvantbitarna motsvaras av ett topologiskt grundtillstand och det finns saledes
2k = 4 topologiska grundtillstdnd. P& det hér sittet kopplas alltsa grundtillstandet hos
ett system av fysikaliska kvantbitar till varden pa logiska kvantbitar.

2.1.2 Energi och grundtillstand i toric code

Ett spinn kan representeras av ett tal o, som antar varde 1 for spinn upp, respektive -1
for spinn ner. Energin fér en plakett i gittret ar proportionell mot produkten av alla spinn
o; pa plakettens rand [3],

Eox —][]oi (2.3)
I ett grundtillstand ar energin alltid minimerad, vilket intrdffar om antalet spinn med
negativt tecken i varje plakett &r jamnt. En plakett med udda antal negativa spinn sigs
dérfor innehélla ett fel [11], se figur Tecknet pa o for ett individuellt spinn kan inte
métas direkt utan att kollapsa dess kvanttillstand [20]. Daremot kan energin hos en plakett
métas genom att applicera plakettoperatorn, eftersom det &r en stabiliseringsoperator.
Felrepresentationen i figur kan dérmed alltid fas genom maéatning, till skillnad fran
spinnrepresentationen. Notera att grundtillstandets energi alltid bevaras under inverkan
av vertexoperatorn eftersom den flippar tva spinn i de plaketter som den paverkar.

Spinnrepresentation Felrepresentation

Figur 2.2: Figuren till vanster visar ett system som har utsatts for bitflippfel pa de marke-

rade plakettkanterna. I figuren till héger dr de plaketter som sdgs innehalla fel markerade
med ett kryss. Den vinstra figuren kommer i fortsdttningen att kallas for spinnrepresenta-
tionen och den hégra figuren kommer att kallas for felrepresentationen. Notera att randen
pa spinnrepresentationen saknas for att ta hansyn till gittrets periodiska randvillkor.
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Produkten av alla ¢ lings en rad av gitterpunkter som korresponderar mot horison-
tella plakettkanter, eller en kolumn av gitterpunkter som korresponderar mot vertikala
plakettkanter dr antingen 1 eller -1. Mellan olika grundtillstand skiljer sig minst en av
dessa produkter [20], vilket visas i figur Om tecknet hos produkten av de o som ligger
inom nagon av markeringarna i bild a skiljer sig mellan tva tillstdnd, befinner de sig
i olika grundtillstdnd. Varje grundtillstdnd motsvaras alltsd av en kombination av pro-
dukttecken. Relativt ett grundtillstdnd nés de 6vriga tre genom att flippa de markerade
spinnen i nagon av nedanstaende delfigurer. Flippning av spinnen i figur b &dndrar
tecken hos den vertikala produkten i figur a, definierad som produkten av de vertikala
spinnen i det ljusgula omradet. Pa samma sétt dndrar flippning av spinnen i figur ¢
respektive figur d tecknet hos den horisontella produkten respektive bada produkter-
na. Den horisontella produkten definieras som produkten av de horisontella spinnen i det
morkgrona omradet. Under verkan av vertexoperatorn bevaras produkterna och déarmed
grundtillstandet, vilket dven géller for plakettoperatorn.

a b C d
_ [OT1T1— I .

> H

Figur 2.3: De fyra toric code-grundtillstanden. Genom att berdikna produkterna av de spinn

som ligger i de inringade sektionerna i figur a ges vilket grundtillstand systemet befinner
sig 1. For figur a blir bada produkterna 1. I figur b blir den horisontella produkten 1 och
den vertikala -1. I figur ¢ blir tvartom den horisontella produkten -1 och den vertikala 1.
I figur d blir bada produkterna -1.

Fran figur gar det alltsa att fa en forstaelse for vad som skiljer grundtillstanden at,
men i praktiken kan inte motsvarande information fas genom matning utan att kollapsa
det kvantmekaniska tillstandet [11].

2.2 Kvantmekanisk felkorrektion

Tidigare motiverades behovet av felkorrektion i toric code och de plaketter som ségs in-
nehalla fel definierades. I det hér avsnittet behandlas hur felkorrektion genomférs. Figur
visar felrepresentationen och spinnrepresentationen for ett tillstand. Det visas i figuren
att om ett spinn pa den hogra sidan av en plakett med ett fel flippas, sa kommer &ven felet
i felrepresentationen att rora sig at hoger [I1]. Felet kan genom spinnflipp pa motsvarande

satt flyttas uppat, till vinster eller nedat.
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Figur 2.4: Figuren illusterar vad som hdnder om ett spinn som angrdnsar till en felplakett
flippas. Notera att det 6vre felet ror sig dver plakettgrinsen for det spinn som flippas.

Energin for det fullstédndiga tillstandet minimeras om alla plaketter har minimal ener-
gi, vilket kan astadkommas genom att para ihop fel. I figur [2.5] illustreras denna process.
Notera att felen i felrepresentationen kancellerades genom att de flyttades till samma
plakett, vilket &r nagot som géller i allménhet. Nar felen har kancellerats fas i spinnre-
presentationen en sluten kurva som gar genom de spinn som &r flippade. Kurvan utgor
en grians mellan tva separata segment i torusen och kallas darmed for en trivial loop [20)].
Alla triviala loopar kan skapas genom verkan péa ett grundtillstand med vertexoperatorer,
och en toric code dér spinn flippats sa att en trivial loop bildats &r saledes kvar i samma
grundtillstand.

111
- — - (O
[ 1 [ [

Figur 2.5: Figuren illustrerar metoden som anvinds for att minimera tillstandets energi.

Det dr majligt att kancellera felen genom att flytta dem till samma position. Notera att
den kurva som ritas genom de flippade spinnen i spinnrepresentationen dr en trivial loop.

Figur [2.0] visar ett alternativt sétt att korrigera samma fel som i figur genom att
flippa andra spinn. Aven i detta fall kan en sluten kurva som gar genom de spinn som
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flippats identifieras. Dock mérks en viktig skillnad fran den slutna kurvan i figur Pa
bada sidorna av kurvan i figur aterfinns exakt samma segment av torusen. En sddan
kurva kallas for en icketrivial loop och karaktériseras av att den géar ett helt varv runt
torusen [20)].

il gl e gL — /il
B 1 T

Figur 2.6: Figuren visar en kvantmekanisk felkorrektion av samma tillstand som i figur

men som resulterar i en icketrivial loop.

En icketrivial loop som denna kan inte skapas i ett tillstind med hjilp av vertexope-
ratorer, och saledes vet vi att de tva olika vdgarna till felkancellering har slutat i olika
grundtillstand [20]. Malet med felkorrektion &r att bevara informationen som lagrades i
koden fore det att felen uppkom. For att det ska vara mojligt maste korrektionen ske sa
att koden atergar till samma grundtillstand som den hade fére feluppkomsten.

2.3 Artificiella neurala niatverk

Artificiella neurala nétverk, vanligtvis bendmnt neurala nétverk eller ndtverk, ar en typ av
funktionsapproximator som &r vanligt forekommande inom maskininlérning. Férdelen med
ett neuralt nitverk ar att det inte kriver djupgéende explicit forstaelse for den funktion
det ska approximera, vilket ocksd innebédr att det kan appliceras pa ett vitt spann av
problem. I foljande stycken beskrivs vad neurala nétverk dr samt olika metoder for att
optimera dessa for givna applikationer.

2.3.1 Uppbyggnad av ett artificiellt neuralt nitverk

Ett artificiellt neuralt ndtverk kan ses som en riktad graf av artificiella neuroner som ord-
nas i lager, enligt figur [21]. Néatverkets forsta lager kallas for inputlager och nétverkets
sista lager kallas for outputlager. De lager som ligger mellan dessa kallas for dolda lager
[6]. Sammankopplade neuroner skickar signaler i grafens riktning. Varje koppling mellan
neuroner har en associerad viktparameter w; som viktar signalen x;. De n viktade signa-
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Inputlager Dolt lager Dolt lager Outputlager Inputlager Dolt lager Dolt lager Outputlager

(a) Ett fullt kopplat neuralt natverk bestiendes (b) Ett konvolutionellt neuralt nétverk bestaendes
av ett inputlager med tre neuroner, ett dolt lager av ett inputlager med tre neuroner. Det forsta dol-
med fyra neuroner, ett dolt lager med tre neuroner da lagret med fyra neuroner utgor det konvolutio-
samt ett outputlager med tva neuroner. nella lagret. Resterande dr som figur @

Figur 2.7: IHlustration av tvd olika typer av neurala nétverk.

Figur 2.8: Insignalen y, produceras gemom att aktiveringsfunktionen a, verkar pd den
viktade insignalen zp som uttrycks av zp = > w; - x; + by, se ekvation .

lerna till en neuron summeras ihop och till dem adderas en bias, b for att ge neuronens
viktade insignal z enligt

n
z2=Y ww;+b. (2.4)
i=1

For att bestamma vilken signal neuronen skickar vidare anvénds en aktiveringsfunktion,
som tar z som argument och matar ut neuronens signal [22]. For en illustration av ett

lagers funktionalitet, se figur
Vikter och biaser mellan neuronerna i det neurala nétverket initialiseras vanligtvis
slumpmaéssigt med nagon sannolikhetsfordelning [21]. For att natverket ska bli anvéandbart
i en tdnkt applikation maste sedan vikterna och biaserna justeras genom tréning. Det finns
olika metoder for att tridna ett neuralt natverk och de metoder som anvénds i det héir pro-
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jektet beskrivs i avsnitt Malet med traningen dr att minimera nagon kostnadsfunktion,
vilket ar en funktion som beskriver skillnaden mellan nétverkets faktiska och énskade out-
put. Justering av vikter och biaser sker med gradientoptimering, vilket innebér att man
justerar vikter och biaser i den riktning som snabbast minskar kostnadsfunktionen. Kost-
nadsfunktionen kan definieras pa olika sétt som lampar sig olika vél beroende pa natverkets
uppgift. En nagot mer djupgaende framstéllning av kostnadsfunktioner och gradientopti-
mering aterfinns i appendix [A]

Det kan finnas olika kopplingskonfigurationer mellan lagren i ett neuralt nidtverk. Tva
vanliga konfigurationer ar fullt kopplade lager, respektive konvolutionella lager [6], vilka
illustreras i figur respektive Ett fullt kopplat lager &r ett lager dér varje neuron
tar emot samtliga signaler fran lagret fore. Signalerna till ett konvolutionellt lager skickas
déremot bara till vissa av lagrets neuroner.

Konvolutionella lager ar framst anvindbara om det redan finns viss kdnnedom om
vilka insignaler som har vésentliga korrelationer med varandra [6]. I det typiska fallet kan
insignalerna i detta fall ordnas i en matris, sa att de ként korrelerade signalerna ligger
nédra varandra i matrisen och kan tolkas som ndgon geometrisk form. Dessa korrelerade
signaler skickas till samma neuron i nésta lager. Vanligen kan samma typ av korrelation
forekomma pa flera stéllen i matrisen, varfor forskjutningar av samma geometriska monster
av signaler i matrisen skickas till andra neuroner i nésta lager, med samma vikter och biaser
for varje forskjutning av monstret. Ett sidant monster, med givna vikter och biaser och
forskjutningar, kallas ett filter, och ett konvolutionellt lager har ofta flera olika filter. Ett
typiskt exempel dir konvolutionella lager &r att foredra &dr vid bildigenkénning. Om en
matris innehaller intensiteten hos pixlar i en bild, s& kommer ett filter att hjalpa néatverket
att identifiera nagon typ av detalj, som horn eller kanter, samt var i bilden de férekommer.
Denna information kan i senare lager anvédndas till att identifiera vad bilden forestéller
lattare &n om all information i bilden skickades vidare till varje neuron i nésta lager som
om den vore okorrelerad. Natverk som inkorporerar atminstone ett konvolutionellt lager
brukar kallas konvolutionella neurala nitverk (CNN, fran Convolutional Neural Network).

2.3.2 Over- och underanpassade neurala nitverk

Ett problem vid trdning av neurala nétverk dr over- och underanpassning av néatverkets
parametrar. Att ett ndtverk dr Gveranpassat innebédr att dess parametrar har bestdmts
pa ett sitt som gor att ndtverket endast klarar av att hantera traningsdatan [23]. Data
som paminner om tréningsdatan men som dnnu inte patriffats kommer ddrmed inte att
beskrivas val av ndtverket. For att upptécka 6veranpassning anvénds testdata separat fran
triningsdata till att kontrollera niitverkets prestanda. Overanpassning orsakas vanligen av
att ndtverket har for manga parametrar i forhallande till médngden tréningsdata. Ett un-
deranpassat néitverk har istéllet for f& parametrar i férhallande till médngden tréaningsdata,
vilket far som konsekvens att nédtverket varken kan ldra sig traningsdatan eller testdatan
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pa ett bra sitt. For att motverka overanpassning anvédnds dropout, vilket innebér att
signaler frin neuroner med négon sannolikhet sétts till noll.

2.4 Maskininldrning

Metoder som anvénds for att ldra ett program att l6sa uppgifter som det inte fatt direkt
programmering for kallas maskininldrning. Optimeringsmetoder som involverar neurala
nétverk faller i regel inom detta omrade. Det finns olika tillvigagangssédtt med olika styr-
kor och svagheter inom maskininlarning. En vanlig metod ar 6vervakat ldrande (eng. su-
pervised learning), som innebér att varje traningsfall forses med ett 6nskat rétt svar, vilket
ar att foredra nér ratt svar ar kint [24]. Overvakat lirande kan ofta appliceras direkt pa
ett neuralt natverk, genom gradientoptimering av en kostnadsfunktion. Fér vissa besluts-
problem inkorporeras det neurala natverket i en storre algoritm, dér nétverket anvénds
for att approximera vérdet hos olika beslut. For sadana problem finns det typiskt inte en
kénd onskad output for ndtverket, utan denna far uppskattas med nagon form av mal,
men i Ovrigt trdnas nétverket i sig pa samma sétt som i 6vervakat larande. Denna typ
av algoritm kallas beteendestyrt lirande (eng. reinforcement learning), och dr den metod
som framst anvénds i detta projekt.

2.4.1 Beteendestyrt larande

Beteendestyrt ldrande ar en tréningsmetod som kan vara anvdndbar i beslutsprocesser dar
det gar att definiera nagon beloningsparameter som ska maximeras i processen [8]. I en
beslutsprocess av det hér slaget introduceras en beslutsfattande agent i ett system som
befinner sig i nagot tillstand [25]. Till agenten matas information om systemets tillstand i
form av en observation, och agenten ges handlingar att vilja mellan. Efter handlingen tas
ett tidssteg. Systemet befinner sig sedan i ett nytt tillstdnd och agenten ges den bel6ning
och den observation som hor till det nya tillstandet. Ett exempel pa en sadan beslutsprocess
ar nar en beslutsfattande agent ska navigera sig till ett mal i en labyrint pa sa fa steg
som mojligt. T ett sddant system kan agenten fa koordinater som observation, mdojliga
forflyttningar som handlingar och negativ beldning varje gang agenten tar ett steg som
inte slutar i mélet, sa att vigen med minst antal steg ger stérst ackumulerad beléning.

Lat R; vara beloningen som agenten ges i tidssteg ¢ och v vara nagon diskonterings-
faktor sa att 0 < « < 1. DA definieras den diskonterade avkastningen G for tillstdndet
som naddes i tidssteg ¢ enligt [§]

Gy = Rip1+YRivo + 7V Rigs + ... (2.5)

Diskontering sker bland annat for att ta hinsyn till den storre osdkerhet som i prak-
tiken finns for prognoser om héndelser som ligger fler tidssteg framat [26]. Varje beslut
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agenten fattar bestdms av dess policy, 7, som &r en sannolikhetsférdelning 6ver tillgingliga
handlingar a for det givna tillstandet s [g],

m(als) = P(A¢ = a|S: = s), (2.6)

dér Ay ar handlingen vid tidpunkten ¢ och Sy ar tillstaindet vid tidpunkten ¢. Den forvintade
avkastningen givet att systemet befinner sig i tillstand s och givet att agenten foljer policyn
ges av den sa kallade vardefunktionen v, (s) definierad enligt [8]

vr(s) = E[G| Sy = s]. (2.7)

Maélet for beteendestyrt larande blir saledes att finna den policy 7 som maximerar vy (s)
for alla s, alltsa den policy som maximerar den forviantade avkastningen oavsett tillstand
[25]. Det visar sig ibland fordelaktigt att forbéttra en policy i termer av dess enskilda
handlingar, varfér Q-viardefunktionen ¢, (s, a) definieras som [20],

qr(s,a) = E[G¢|S; = s, Ay = a. (2.8)

Q-vardesfunktionen beskriver den forvantade avkastningen om systemet befinner sig i
tillstand s och agenten véljer handling a for att sedan folja policy w. Malet med bete-
endestyrt lirande kan nu skrivas om som att finna den policy ¢.(s,a) som maximerar
Q-vérdefunktionen for varje tillstand s och varje handling a [25],

q«(s,a) = max qr(8,a). (2.9)

I allménhet ar inte Q-véirdesfunktionen for en given policy kénd a priori. Foér att fin-
na en policy som tillfredsstéller ekvation , eller en som atminstone kommer néra att
gora det, maste i regel en iterativ metod anvéndas som initieras med en policy w och en
uppskattning Q(s,a) av dess sanna Q-véirdesfunktion ¢ (s,a) [§]. Genom att sedan f6lja
policyn fas information om ¢, (s, a), sa att Q(s, a) kan korrigeras, vilket brukar kallas poli-
cyutvéardering [26]. Efter korrigering av Q(s, a) uppdateras policyn sa att sannolikheten att
vélja den handling som maximerar funktionen blir storre, vilket kallas policyuppdatering.
Pa samma sétt som tidigare foljs nu den nya policyn sa att Q(s,a) ater kan korrigeras
fran ny information och béttre approximera den nya Q-vardesfunktionen.

Nér och hur korrigering av Q(s,a) sker i policyutvéirderingen, samt hur lang
utvardering som sker innan policyn uppdateras, beror pa vilken specifik metod foér be-
teendestyrt larande som anvénds [8]. Det finns olika funktioner som kan anvéndas for
att uppskatta Q-vardesfunktionen. Ett sitt att uppskatta den &r med hjalp av en Q-
vérdestabell, det vill sdga en tabell med ett viarde for varje handling i varje tillstand som
agenten stott pa [25]. En sadan tabell blir dock snabbt vildigt stor fér problem diar méanga
tillstand ar mojliga. Vanligt &r darfor att istdllet uppskatta Q-vérdesfunktionen med ett
neuralt nétverk [g].
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En vanlig metod for policyutvardering dr Temporal Difference (TD). TD innebéar att
Q(s,a) uppdateras efter varje handling. Antag att agenten vid tidssteg ¢ befinner sig i
tillstand sy och véljer handling a. Agenten befinner sig i nésta tidssteg i det nya tillstandet
S¢+1 och far beléningen R;yi. TD-mélet Qrp, som dr en uppskattning av den sanna
véirdefunktionen, definieras enligt

Qrp(s,a) = Rip1 + 7V (st41), (2.10)
dér « ar diskonteringsfaktorn och V(s) ges av
V(s) = max Q(s,a). (2.11)

Korrigeringen sker nu si att skillnaden mellan Q(s,a) och Qrp(s,a) minskas [§]. Om
Q(s,a) ar ett neuralt nitverk sker detta lampligtvis genom gradientoptimering (se appen-
dix och lampligt val av kostnadsfunktion. Om Q(s,a) &r en Q-vérdestabell kan det
ske enligt

Q(57 CL) — Q(Sv a) + W(QTD - Q(Sa a))v (2'12)
dar n ar inldrningshastigheten. Som ses hamnar Q(s, a) ndrmre Qrp efter en sidan upp-
datering. P4 det hir sittet uppdateras Q(s,a) efter varje steg. Den TD-metod dér poli-
cyuppdatering ocksa sker nir Q(s, a) uppdateras, sa att en ny policy fas efter varje tidssteg,
kallas SARSA-algoritmen (State, Action, Reward, State, Action) [8].

Andra metoder som finns for policyutvirdering d&r Monte Carlo och TD(A) [26]. Vid
Monte Carlo-inldrning &r malet som anvinds for justering fullstindig avkastning, négot
som kraver att beslutsprocessen kan delas in i episoder med véldefinierad bérjan och slut.
TD(A) kan kan sdgas vara ett mellanting mellan Monte Carlo och TD, dér malet som
anvinds ir ett viktat medelviarde av nadd avkastning efter varje steg foljandes tidssteget
for vilket justering sker. Viktningen sker med hjilp av en parameter A pa ett sétt som tar
storre hansyn till senare hindelser ju storre A ér, och sa att 0 < A < 1. SARSA()) dr en
policyuppdateringsmetod som hor ihop med TD()\). For det hir projektets omfattning ges
ingen djupare forklaring av dessa metoder.

Ovan har policyuppdatering ndmnts som ett steg i beteendestyrt ldrande, och nedan
beskrivs en vanlig metod for detta. Nar utvardering av en policy har skett, exempelvis efter
ett utvirderingssteg i SARSA, viéljs en policy definierad sa att agenten i varje tillstdnd
s valjer den handling a som maximerar (s, a) med sannolikhet 1 — €, och annars véljer
en handling slumpmassigt [§]. En sidan policy kallas en e-greedy policy [25]. Variabeln e,
som kallas for explorationsfaktor, inférs for att agenten inte for tidigt i inldrningen ska
sluta besoka tillstand som den har liten erfarenhet av. Vanligtvis minskas ¢ med antalet
inldrningsiterationer, exempelvis enligt formeln

e=(k+1)"® (2.13)

dér « ar en positiv konstant och k dr antalet policyuppdateringar som gjorts. Detta for
att agenten ska ta storre hdnsyn till sin erfarenhet ju mer erfarenhet den har.
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Metod

For att utféra kvantmekanisk felkorrektion i toric code-modellen behévde en algoritm de-
signas och implementeras. Algoritmens uppgift var att ta tillstdndsrepresentationer som in-
put och foresla handlingar som korrigerar systemets fel. Inldrningsalgoritmen fardigstélldes
till en SARSA-metod med Q-vérdesfunktion approximerad av neurala nétverk.

For att implementera de neurala nétverken utnyttjades biblioteket Tensorflow som er-
bjuder en méngd fardigstéllda funktioner pa lag abstraktionsniva. Déarutover anvéndes
biblioteket Keras, som erbjuder Tensorflows funktionalitet pa en hégre abstraktionsniva.
Algoritmen trénades och testades med ett fullt kopplat respektive ett konvolutionellt
nétverk.

3.1 Beteendestyrt lirande med neurala natverk

For att implementera beteendestyrt larande pa kvantmekanisk felkorrektion behévde en
tillstandsrepresentation definieras. Som beskrivet i avsnitt ar det endast fysikaliskt
mojligt att méta produkten av alla spinn som omsluter en plakett, darfor definierades till-
standsrepresentation till felrepresentationen presenterad i avsnitt I figur illustreras
hur tillstandsrepresentationen presenterades for algoritmen.

0 0 0O

X 0100
«—>

0 0 0O

X 0010

Felrepresentation Algoritmens input

Figur 3.1: Relation mellan felrepresentationen och motsvarande input till algoritmen. En
nolla motsvarar lag energi och en etta motsvarar hog energi.

For att flytta felen anvénde algoritmen enbart felrepresentationen, men den bakomlig-

gande spinnrepresentationen uppdaterades parallellt for att slutligen avgéra om grundtill-
standet var bevarat.

15
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Det neurala nétverket implementerades for att ge en approximation av systemets Q-
varden for de fyra potentiella handlingarna a € A givet ett specifikt fel e € F i tillstandet,
se figur [3:2] Handlingsrummet A och méngden E definierades som

A := {upp(U), ner(D), hoger(R), vénster(L)}, (3.1)
E := {méngden av fel i tillstandet}. (3.2)

Eftersom det neurala nétverkets outputlager hade ett fixt antal neuroner behévde
outputstorleken héallas fixerad. Q-vardet kunde déarfér inte utgéras av en matris beroende
av antal fel e € E d& méngden fel &ndras under en sekvens. Natverkets output definierades
istéllet till att enbart utgora Q-véirden for handlingarna tillhérande ett specifikt fel e, vilket
betecknades Q.(s,a).

\ 4

X X X | X

Tillstand Handling

Figur 3.2: Figuren illustrerar hur algoritmen, givet ett tillstand, planerades att returnera
ett forslag till en handling.

Det krédvdes en representation som det neurala nétverket kunde associera med ett spe-
cifikt fel, for att sedan returnera Q-vardena for samtliga av felets mojliga handlingar. For
att losa detta implementerades en metod som centrerade tillstandet kring fel i systemet,
se figur Centreringen begrénsade gittrets, och ddrmed matrisernas, sidlangder till att
vara udda. De centrerade matriserna matades sedan in till nétverket som returnerade

Qe(s:) = [ae(5,U) (5, D) aels,R) ae(s,L)] . (3.3)

En férdel med att anvdnda de centrerade representationerna av tillstanden var att
systemets periodicitet inte behévde tas hinsyn till av ndtverket. Det &r translationssym-
metrin som en f6ljd av kodens periodicitet som tillater denna centrering. Algoritmen be-
traktade en centrering av varje individuellt fel, varifran policyn sedan bestdmde vilken
handling som skulle utforas, se figur
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Centrering kring felen

X X

Tillstindsmatris a B

a— [mera] — Qo
| Policy | —> Handling
o [ ] —» 0y —

Figur 3.3: Ezempel for algoritmen vid tva fel. Forst skapades tvd centrerade representa-
tioner o och B kring de tvd felen e, eg € E. Dessa representationer gavs som input
till ndtverket som returnerade Q-vdrdesvektorer for handlingarna tillhorande de tva felen.
Policyn valde ut den handling med stérst Q-vdrde.

Inldrningsmetoden som anvéndes var SARSA, forklarad i sektion Beloningen
definierades till

] 10, om tva fel kancelleras, (3.4)
—1, efter varje handling, .
med diskonteringsfaktorn v = 0.9. For att sdkerstdlla balans mellan exploration

och att anvdnda policyn ansattes en explorationsfaktor ¢ som funktion av antalet
inldrningssekvenser z. I takt med att antalet bestkta tillstind okade var det onskvirt
att minska explorationsgraden, darfor gjordes € avtagande enligt

1
€(2) = == — (3.5)

Tva olika natverksstrukturer testades separat for att approximera Q-vardesfunktionen,

ett konvolutionellt samt ett fullt kopplat nédtverk. Bada nétverken bestod av ett inputla-
ger, tva dolda lager och ett outputlager. Skillnaden var att det forsta dolda lagret var
konvolutionellt i det ena och fullt kopplat i det andra, se figur Notera att enbart det
forsta lagret i det konvolutionella natverket utgjorde ett konvolutionellt lager, resterande
ar fullt kopplade.
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1
' Outputlager

, Filter Dolt lager Outputiager e Dolt lager
' Inputlager Dolt lager Inputlager Dolt lager
(a) Det konvolutionella natverket. (b) Det fullt kopplade natverket.

Figur 3.4: I figuren illustreras de tva ndtverkstyperna. Inputlagren samt de dolda lagren
dimensionerades av tillstandsmatrisens storlek. QOutputlagren utgjorde de olika potentiella
handlingarna givet ett fel. For specifik struktur, se appendiz .

For att motverka att nétverket Gveranpassades pa den givna datan introducerades
dropout med en 20 % randomisering mellan varje dolt lager, se avsnitt

3.2 Datagenerering for toric code-modellen

Tva olika metoder anvédndes for att generera tréningsdata.

Metod 1 flippade n olika spinn i gittret, for att skapa hogst 2n fel. Antalet fel kunde
bli mindre om de slumpméssigt flippande spinnen istéllet flyttade pa ett redan skapat fel.
Typiskt blev felen utplacerade i par, pa var sida om ett flippat spinn. For att generera
data anvdndes spinnrepresentationen som sedan Gversattes till en motsvarande felrepre-
sentation.

Metod 2 placerade istéllet ut ett jamnt antal fel pa slumpméssiga positioner i gittret;
dessa fel skapades inte nédvandigtvis intilliggande, utan lag oftast pa langre avstand fran
varandra.

En algoritm skapades i Python som med hjilp av metoderna beskrivna ovan kunde
generera en mingd olika starttillstind. I denna algoritm kunde storleken pa gittret, antal
skapade fel och antalet énskade starttillstand varieras. For att skapa mer variation i datan
och motverka brott av rotationssymmetrin roterades varje genererat tillstand 90, 180 och
270 grader. De tva metoderna var viktiga for att avgéra hur eventuella skillnader i felens
placering paverkade prestandan.

3.3 Prestandatester

De neurala nétverken trdnades for att understka dels antalet handlingar som kravdes for
att korrigera alla fel, men framfor allt andelen sekvenser som resulterade i bevarat grund-
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tillstand. En sekvens definierades som foljden tillstand fran den initiala felrepresentationen
till dess att inga fel kvarstar.

Forst testades de tva nédtverksstrukturerna for att jamfora hur vél de kancellerade
fel utan att byta grundtillstdnd. De tva datagenereringsmetoderna utnyttjades for att
generera 560 000 felrepresentationer med 7 x 7-gitter och fyra fel enligt metod 1. Vid
testning evaluerades 10.000 felrepresentationer och resultaten presenteras i avsnitt [4.1]
samt

For att undersoka hur traningsparametrar paverkade prestandan av natverket tranades
identiska konvolutionella nétverk pa gitter av olika storlek och olika antal flippade spinn
enligt tabell Hur antalet flippade spinn som nétverket trdnades pa paverkade prestan-
dan studerades sedan genom att testa ndtverken for 7 x 7-gitter pa 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
och 10 flippade spinn. Resultaten presenteras i avsnitt

Tabell 3.1: Prestandatest for det konvolutionella nédtverket. Det genererades 560 000 felre-
presentationer med metod ett.

Gitterstorlek | 5x5 7x7 9x9 11x11
Antal flippade spinn ‘ 4 2,4, 6 4 4

Slutligen trédnades tva konvolutionella nétverk med data genererad av metod I re-
spektive metod 2 for att undersoka hur skillnaderna i traningsdata paverkade prestandan.
Testningen skedde med data genererad av metod 1. Gitterstorleken var 7 x 7 och antalet
fel var 8. Resultaten presenteras i sektion
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Resultat

Tva olika natverksstrukturer, en fullt kopplad och en konvolutionell, tranades med beteen-
destyrt larande. Inledningsvis presenteras hur snabbt de tva nédtverken lar sig att kancellera
fel. Déarefter foljer en jamforelse av hur ofta de olika nétverksstrukturerna aterfor systemet
till rétt grundtillstand. Slutligen undersoks mer ingdende hur olika val i trdningsprocessen
sasom storlek pa gittret och antalet flippade spinn paverkar nétverkets formaga att aterfora
systemet till ratt grundtillstand. Samtliga resultat presenteras i form av figurer dér ett
konfidensintervall med konfidensgraden 95 % inkluderats for att illustrera hur noggranna
resultaten dr. Viktigt att papeka ar att detta konfidensintervall inte behandlar variansen
mellan identiska nétverk utan fungerar som ett matt pa variansen hos precisionen for just
dessa néatverk.

4.1 Traning av de neurala nitverken

Natverken konstruerades enligt metodavsnitt och trédnades sedan under 560 000 itera-
tioner. I figur visas hur manga steg ndtverket behover ta for att eliminera alla fel i
toric code-modellen som funktion av antalet tréningsiterationer. Tréningsdatan ar gene-
rerad enligt metod 1 i avsnitt dar gittret har sidlangd 7 och 4 slumpméssiga spinn
har flippats. For varje datapunkt i figuren har en medelvérdesbildning 6ver 30 métvéirden
genomforts. Detta for att minska bruset och pa sa sétt gora figuren mer 6verskadlig. Vart
att notera fran figuren ar att nétverken redan efter 500 iterationer dr nira det minimala
antalet steg som krévs for att kancellera felen. Vidare tycks det konvolutionella nédtverket
konvergera snabbare dn det fullt kopplade och ligger nédrmare den undre grénsen pa 4

stegﬂ

1Fér varje spinn som flippas uppkommer oftast tva fel och annars flyttas tva redan existerande fel ifran

varandra. Det minsta antalet steg som kréavs for att kancellera samtliga fel &r darfér samma som det antalet
spinn som initialt flippats

20
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Figur 4.1: Antal steg som kravs for att kancellera samiliga fel hos ett gitter med sidlangden
7 och 4 slumpmdssigt flippade spinn. Den horisontella linjen y=4 representerar den und-
re gransen for antalet steg som krdvs. Bade det konvolutionella och det fullt kopplade
ndtverket tycks konvergera mot denna grdns dven om det finns en tydlig varians. Notera
att det konvolutionella ndtverket i regel krdaver mindre steg dn det fullt kopplade.

Ett annat sétt att illustrera hur ndtverken forbéttrats under beteendestyrt larande ar
att konkret visa vilket drag ett otrdnat respektive tranat nétverk skulle géra pa ett specifikt
tillstand. I figur visas Q-véirden for tre typer av natverk - ett otrdnat och tva trénade
(varav ett fullt kopplat och ett konvolutionellt). Handlingen med det storsta Q-vérdet, som
ar markerat for samtliga nétverkstyper, véiljs som nésta handling med sannolikhet 1 — e.
Fran figuren noteras att ett otranat natverk hade flyttat upp det moérka krysset, vilket inte
ar optimalt om man vill minimera antalet steg som kréavs for att eliminera samtliga fel. De
tva trdnade nétverken tar ddremot béttre beslut dven om det konvolutionella nétverket
hade kunnat spara ett steg genom att flytta det morka krysset at vénster istéillet for at

hoger.
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Otranat natverk Fullt kopplat natverk Konvolutionellt natverk
—I— U:-0,073 u:0,016 U:4,6 u:47 U:-4,2 U:-6,9
0_ D:-0,074 D:-0,11 D:7,7 D:6,6 D:43 D:5,1
L:-0,045 L:-0,022 L:8,0 L:62 L:54 L:5/1
R:-0,051 R:-0,015 R:4,7 R:4,6 R:5,0 R:6,4

U :-0,040 U: 0,064 U:45 U:4,5 U:-8,0 U : 0,062

D:-0,13 D:-0,11 D:7,0 D:82 D:55 D:55
x o L:-0,11 X L:-0,058 o L:12,6 X L:11,4 o L:75 X L:56

R:-0,10 R:-0,073 R:46 R:45 R:4,2 R:9,8

(a) Tillstandet som (b) Q-virden for ett (c)  Q-varden  for (d) Q-vdrden  for
anvdndes for att ge-  otrdnat ndtverk. det  fullt  kopplade det konvolutionella
nerera Q-vdrden. nédtverket natverket

Figur 4.2: Q-vdrden for tre olika natverk givet tillstindet i (a). De tvd kryssen och cirklarna
i (a) representerar fel. U, D, L och R betecknar de olika riktningar som ett givet fel kan
flyttas. Notera att det otranade ndtverket tar ett ofordelaktigt beslut medan de tva tranade
ndtverken tar beslut som mdajliggér snabbare kancellering av felen.

4.2 Olika natverksstrukturers formaga att vilja ratt grund-
tillstand

Tidigare presenterades hur trédning av nitverken resulterade i en 6kad férméga att elimi-
nera fel i toric code-modellen. For att undersdka hur denna férmaga 6verfors till att inte
bara kancellera alla fel utan dven aterfora systemet till det ursprungliga grundtillstandet,
testas tva olika fardigtranade nitverksstrukturer enligt metodavsnitt [3.3] Bada nétverken
har trianats pa fel som orsakats av slumpmassigt flippade spinn och alltsa angrénsar i regel
felen till varandra, se metod 1 i avsnitt [3.2] Figur [£-3] visar hur stor andel av géngerna
som algoritmen for tillbaka systemet till ratt grundtillstand som funktion av andelen spinn
som initialt blev flippade.

Vart att notera ar att bada trdnade nétverken ger mycket goda resultat da en lag
andel spinn ar flippade medan nétverkens prestanda foérsdmras avsevért da andelen fel
okar. Vidare visar figuren att det konvolutionella nétverket, representerat med kvadrater,
presterar béattre dn det fullt kopplade ndtverket som ar representerat med cirklar. Notera
dock att bada néatverksstrukturerna presterar betydligt béattre &n ett otrdnat nétverk,
vilket representeras av streckade linjer i figuren.
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Figur 4.3: Prestandan for ett konvolutionellt och fullt kopplat nédtverk som trdnats med
storlek 7 och 4 slumpmdssigt flippade spinn. De bada trinade ndtverken presterar betydligt
battre an det otrinade och for de tva tranade nédtverken visar det konvolutionella upp bdst
precision. Notera att for denna och kommande figurer sd representerar linjerna mellan
punkterna inte ndagon data utan dr ddar av illustrativa skdl. For varje datapunkt har ett
konfidensintervall med konfidensgraden 95 % beriknats.

4.3 Traningsmetodens paverkan pa det konvolutionella
nitverket

Da det konvolutionella nétverket presterade béattre &n det fullt kopplade utgar
vi hédanefter fran det konvolutionella nétverket och undersdker hur olika wval i
traningsprocessen paverkar dess formaga att fora systemet tillbaka till ratt grundtillstand.
Figur Visar hur denna férmaga beror pa vilken gitterstorlek nétverket trénas péﬂ Precis
som tidigare figurer visar denna hur ofta algoritmen aterfér systemet till ratt grundtillstand
beroende pa andelen flippade spinn i gittret. Simst presterar de ndtverk som trénats pa
storst gitterstorlekar. En intressant iakttagelse som bryter denna tendens ar att nétverket
som trénats med sidldngden 7 har hogre precision i de flesta fall jamfért med det nétverk
som trdnats pa gittret med sidlangd 5.

2Nitverkets dimensioner skalas med gitterstorleken, se appendix
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Figur 4.4: Fyra konvolutionella ndtverk som trdnats pa olika gitterstorlekar, L, men med
samma antal flippade spinn. Fram till cirka 2 % flippade spinn uppvisar samtliga storlekar
mazximal prestanda. Ddrefter presterar det ndtverk som tranats pa sidlingden L = 7 bdst
for de flesta felkoncentrationerna.

I figur har nétverken istéllet trdnats pa den konstanta sidléingden L = 7, men med
varierande antal flippade spinn. Fram till ungefar 3 % flippade spinn visar samtliga niatverk
mycket god prestanda med en precision pa nistan 100 %. D4 andelen flippade spinn i gittret
Okar visar dock det nétverk som tranats pa 4 flippade spinn upp bést resultat, &ven om
skillnaderna &r relativt sma. Sdmst prestanda ger det nédtverk som trénats pa ldgst andel
flippade spinn medan det nitverk som trénats pa hogst antal fel hamnar emellan de andra
tva.
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Figur 4.5: Tre konvolutionella ndtverk som tranats pa gitterstorlek 7 x 7, men pa olika
antal flippade spinn. Bdst presterar det ndtverk som trdnats pa 4 flippade spinn.
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I samtliga fall ovan &r ndtverken trdnade pa fel som uppkommit fran slumpmaéssigt
flippade spinn. Detta ger med hog sannolikhet upphov till angriansande fel, vilket ar det
siatt som felen uppkommer i praktiken. Vidare undersoktes om nétverkets precision okar
om det istéllet tranas pd utspridda fel. I figur [4.6] illustreras hur just detta val paverkar
nétverkets prestanda. Tréaningsdatan adr generad med metod I och metod 2, enligt avsnitt
B:2] for att sedan evalueras pa testdata genererad enligt metod 1. Fran figuren noteras
att ndtverket som trénats pa angransande fel har en hégre precision é&n det nétverk som
trédnats pa utspridda fel.
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Figur 4.6: Twd konvolutionella nédtverk har trdnats pa gitterstorlek 7 x 7 med 4 flippade
spinn, men med olika typ av trdiningsdata. Datan med de angrinsande felen dr genererad
enligt metod 1 medan datan med de utspridda felen dr genererad med metod 2, se sektion
. Det natverk som tranats med metod 1 uppvisar hogst precision.
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Diskussion

Projektet syftar till att besvara hur vl artificiella neurala natverk lampar sig som verktyg
for kvantmekanisk felkorrektion. Om det inte hade varit for de fyra grundtillstanden sa
hade problemet enkelt kunnat 16sas med hjilp av traditionella algoritmer. Svarigheten att
identifiera en optimal handling som tar hdnsyn till grundtillstandet gor det intressant att
undersoka om beteendestyrt larande effektivt kan tillampas. I detta kapitel diskuteras den
valda metodens styrkor och svagheter. Den konstruerade algoritmens prestanda analyseras
for att ge forslag pa intressanta omraden for fortsatta studier av beteendestyrt ldrande som
metod for kvantmekanisk felkorrektion.

5.1 Tillstadndsrepersentation

Algoritmen beslutar vilken handling som ska utforas enbart med hjalp av till-
standsrepresentationen, vilket gor det viktigt att den innehaller sd& mycket information
som mojligt om systemet. Tillstandsrepresentationen som anvénds visas i figur For att
tréna det neurala nétverket sa effektivt som mdojligt kan det i vissa fall vara motiverat att
ge nitverket en representation av problemet som skiljer sig fran tillstdndsrepresentationen.
I den konstruerade algoritmen centreras ett fel at gangen och genererar en uppséittning
representationer som var och en utvérderas av natverket innan en handling bestdms, se
figur

Vid forsta anblick kan den representation som nétverket ser framsté som problematisk.
Exempelvis kan endast de spinn som ligger i direkt anslutning till ett fel flippas av algo-
ritmen. Detta visar sig emellertid inte hindra nétverket fran att agera optimalt. Genom
att flippa ett annat spinn skulle nya fel genereras snarare dn att befintliga fel flyttas eller
kancelleras. Darmed forsdmras varken algoritmens forméga att aterga till ratt grundtill-
stand eller antalet steg algoritmen kraver for att goéra det, samtidigt som problemet blir
mer hanterligt. Centreringen begréinsar dven gittrets sidlingder till att vara udda, da det
for jdmna sidlangder inte finns en plakett i mitten. Det 4r ddremot enkelt att konstruera
en analog algoritm som istéllet hanterar gitter med jamna sidlangder. Detta gérs genom
att placera det aktuella felet pa en av de fyra positionerna som da finns i centrum.

26



KAPITEL 5. DISKUSSION 27

Gittret begrédnsas i denna studie till att ha samma sidlangd i horisontell- respektive ver-
tikalled, men det &r d&ven méjligt att applicera algoritmen pa gitter vars sidlangder skiljer
sig i de bada leden. Den valda representationen infér med andra ord fa begrinsningar. Va-
let ar dock inte entydigt och det &r mojligt att det finns representationer som underléttar
néitverkets arbete ytterligare. Ett alternativ som bygger pa att modellera gittrets periodi-
citet genom att expandera tillstdndsrepresentationen visas i Appendix

5.2 Granskning av resultat

Nétverken tréanas for att kancellera alla fel pa sa litet antal steg som mojligt. Detta medfor
i regel ocksa att grundtillstandet kommer att bevaras, vilket ar det som 6nskas av algorit-
men.

5.2.1 Q-virden

Figur visar vilka Q-virden nétverket returnerar for de mojliga handlingarna i ett
exempeltillstand. Dessa kan jamforas med de optimala handlingarna givet samma tillstand,

se figur

1 | 43X

Figur 5.1: Pilarna representerar de handlingar som forvintas felkorrigera tillstandet pa
mintmalt antal steg.

Precis som forvintat sa ser det otrédnade néatverkets foreslagna handlingar
slumpméssiga ut, vilket visas i figur Det fullt kopplade natverket i figur foreslar
att den morka cirkeln ska flyttas at vanster, vilket 6verensstdmmer med de optimala hand-
lingarna i figur[5.1] Slutligen noteras att den foreslagna handlingen fran det konvolutionella
niatverket dr att flytta det morka krysset at hoger, se figur Denna taktik bor, om
nétverket konsekvent foreslar denna handling, kancellera de tva kryssen. Kancellationen
kan dock goras mer effektiv genom att flytta det morka krysset at vinster, da detta dkar
sannolikheten att systemet aterfors till ratt grundtillstand. Med andra ord agerar det
konvolutionella nétverket inte optimalt for detta tillstand.
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Betrakta Q-vérdena fran det fullt kopplade nétverket och det konvolutionella nétverket
i figur Notera tendensen for natverket att viardera samma riktning hogst for de bada
kryssen respektive cirklarna. Eftersom optimalt beteende &r att para ihop kryssen for
sig och cirklarna for sig hade det varit onskvért att det ljusa krysset och den ljusa cir-
keln hade varderat handlingen R framfér handlingen L. Detta &r varken fallet for det
fullt kopplade- eller konvolutionella nétverket. Trots att detta indikerar att algoritmens
véirdering av handlingar kan forbéttras lyckas den i regel &nda snabbt eliminera alla fel.
For att fa en djupare forstaelse bakom vad som orsakar de icke-ideala handlingarna skulle
ett forsta steg kunna vara att kartligga huruvida effekten kommer som en konsekvens av
nétverksstrukturen eller inlarningsmetoden.

5.2.2 Algoritmens formaga att aterfora systemet till ritt grundtillstand

Figur[4.3]visar att det konvolutionella nitverket aterfor systemet till ratt grundtillstand of-
tare dn det fullt kopplade nétverket, men att skillnaden i prestanda mellan de tva &r relativt
liten. Notera att konfidensintervallen fér de tva ndtverken inte 6verlappar da andelen flip-
pade spinn 6vergar 5 %. Med statistisk signifikans presterar det konvolutionella natverket
battre dn det fullt kopplade natverket i detta omrade. Resultatet ar lite 6verraskande i och
med att konvolutionella nidtverk huvudsakligen anvands for att identifiera lokala monster i
given input. I tillstdndsrepresentationen som algoritmen betraktar dr det dock positioner-
na av felen som &r det relevanta och det ar darfor inte uppenbart att det konvolutionella
nédtverket har en fordel. Ddremot kan det forvéantas att strukturen som det konvolutionel-
la nétverket anvinder resulterar i snabbare konvergens, nagot som figur antyder. Den
kortare konvergenstiden i kombination med det konvolutionella nétverkets battre prestan-
da gor denna till den féredragna strukturen. Det bor dock ndmnas att resultaten for tva
nitverk av samma typ, som trédnats pa samma data, kan komma att variera. En anled-
ning till detta ar att nédtverkens vikter och biaser slumpmaéssigt initieras och att de pa sa
sitt kan skilja sig lite da nétverket inte trédnas i oéndlig utstrackning. En annan anled-
ning ar explorationens slumpméssiga inverkan pa traningen. Dessutom kan sma varianser
i nétverkens parametrar, sisom storleken av dess lager, komma att paverka de erhallna
resultaten. For att kunna bestdmma vilken av nétverksstrukturerna som &r bést lampad
for kvantmekanisk felkorrektion behover déarfér en storre uppséittning natverk dn de som
visas i figur [£.3] jimforas.

Forutom jamforelsen mellan de olika nétverksstrukturerna underséktes hur néatverkens
tréning paverkar resultaten. Exempelvis trdnades ett konvolutionellt natverk pa gitter med
olika antal fel. Ett intressant resultat, som illustreras av figur ar att ndtverket som
trénats pa fyra flippade spinn presterar battre pa testdata med sex flippade spinn dn vad
niatverket som tranats med sex flippade spinn gor. Detta antyder att det mdojligen finns en
optimal felkoncentration att trdna nitverket med struktur enligt tabell [E-2] pa.
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Som tidigare diskuterats i avsnitt anvinds tva uppséttningar tréningsdata. Det dr
i praktiken méjligt att hamna i tillstdnd dar inga fel angrénsar. Darfor undersdktes det
om nétverken kunde uppnd béttre prestanda genom att tréna pa utspridda fel. Tanken
var att natverken, genom denna tréningsprocess, dven skulle lara sig att att para ihop
intilliggande fel. Vid testning av nétverken anvéndes emellertid data med fel orsakade
av slumpméssiga spinnflipps, da det dr denna typ av fel som nétverken behéver hantera i
realistiska situationer. I figur[£.6]noteras att nitverk som trinats pa utspridda fel presterar
samre. Detta beror antagligen pa att natverket far kompromissa med hur bra det ar pa att
para ihop nérliggande fel. De flesta fel som uppkommer vid slumpméssigt flippade spinn
angrénsar till varandra, vilket ger nidtverken som trénas pa den situationen en fordel.

I figur noteras att nétverket som trénats pa ett gitter med sidlingd 7 presterar
béattre 4n det nédtverk som tranats pa sidlangd 5, samtidigt som sidlangder storre &n
7 verkar leda till betydligt simre resultat. Storleken av de neurala nétverkens lager ar
proportionella mot kvadraten av gittrens sidlangder och de stérre nétverken har dédrmed
fler vikter och biaser att justera, se Appendix [E.I} Eftersom nétverken ar trdnade med
samma antal iterationer oavsett storlek kan anledningen till de storre natverkens sdmre
prestanda vara relaterad till att dessa ndtverk inte konvergerar lika snabbt.

Torlai och Melko presenterar i A Neural Decoder for Topological Codes MWPM-
algoritmen (Minimum Weight Perfect Matching) vilken &r en klassisk algoritm som utfor
felkorrektion [I0]. En jamforelse mellan MWPM-algoritmen och den algoritm som utveck-

lats visas i figur
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Figur 5.2: Figuren visar prestandan for det konvolutionella neurala ndtverket (heldragna
linjer) samt MWPM-algoritmen (streckade linjer) som funktion av andel flippade spinn.
MWPM-algoritmen har konsekvent héogre precision dn det neurala ndtverket.

Notera fran figur att MWPM-algoritmen konsekvent presterar béattre dn det neurala
niatverket. MWPM-algoritmen korrigerar fel genom att flippa sa fa spinn som mojligt [10].
Om nétverket hade foljt den avsedda policyn hade prestandan for de tva algoritmerna
varit lika och det dr didrmed foga forvanande att det neurala nétverket inte overtraffar
MWPM-algoritmen. Fran detta kan slutsatsen dras att nétverket inte agerar optimalt och
att det saledes finns férbattringsmojligheter.

5.3 Framtida studier

Fran figur noteras att det konvolutionella nétverket presterar mycket battre an ett
otrdnat nédtverk. Daremot noterades det i foregaende avsnitt att nédtverket inte presterar
lika bra som MWPM-algoritmen. En fortsatt utveckling av algoritmen skulle eventuellt
kunna hoja dess prestanda och gora den konkurrenskraftig gentemot MWPM-algoritmen.
I detta kapitel presenteras konkreta forslag pa atgédrder som kan komma att forbéttra
algoritmens prestanda.

5.3.1 Q-viarden

Som diskuterat dr Q-vérdena i figur och figur [£:2d] inte optimala. Det hade dérfor
varit intressant att fortsatt studera hur dessa Q-vérden kan optimeras. For att kartlagga
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om icke-idealiteter introducerats av traningsmetoden eller natverksstrukturen vore det
intressant att ersitta nidtverken med en Q-vérdestabell. Q-vardestabellen ar till skillnad
fran nétverken inte en kontinuerlig funktionsapproximator. Darfor blir Q-vérdena for olika
handlingar oberoende av varandra och pa sa sitt spelar enbart traningsmetoden roll for de
slutliga Q-vérdena. Problemet med Q-vérdestabellen ar att dess storlek vixer snabbt med
antalet fel samt gittrets storlek. Vid forbattring uppdateras dessutom ett virde at gangen
i Q-virdestabellen medan nétverken utfor gradientoptimering som paverkar néatverkets
vérdering av flera tillstand samtidigt. Det ar darfor tidsodande att trdna Q-vardestabellen,
exempelvis for ett 7 x 7-gitter, pa en vanlig persondator. Med tillgang till mer datakraft
skulle dock denna typ av undersokning mojliggoras.

5.3.2 Natverksstrukturer

I figur noteras att det konvolutionella nétverket presterar battre d4n det fullt kopplade.
Det vore intressant att i framtida studier fortsatt betrakta hur skillnader i ndtverksstruktur
paverkar den slutliga algoritmens prestanda.

De anvanda nédtverksstrukturerna ar fullt kopplade och konvolutionella. Det finns emel-
lertid andra typer av nétverk vars prestanda mojligtvis kan overtriffa den hos det kon-
volutionella. For att undersdka om det finns ett nidtverk som presterar bédst oberoende av
gitterstorlek och antal fel skulle det vara intressant att studera en bredare uppséattning
natverksarkitekturer.

Det har pa senare tid gjorts stora framsteg inom anvidndandet av djupa neurala natverk,
vars stora antal lager har visat sig vara en framgangsfaktor for att 16sa komplexa pro-
blem. Ett konkret exempel dr Alphago, som dr Deepminds go-spelande algoritmﬂ Ett av
nétverken som Alphago bygger pd har hela 79 lager, vilket kan jamféras med de 2 dolda
lagren for nétverken i detta projekt [9]. Det bor dock ndmnas att antalet vikter och bi-
aser Okar med nétverksdjupet. Saledes okar traningstiden for djupare nétverk, vilket ar
anledningen till att dessa d&nnu inte undersokts.

For att kunna jamfora olika nétverk pa ett mer exakt sétt vore det d&ven noédvandigt
att veta hur stor variansen dr mellan olika instanser av en och samma nétverksarkitektur,
tranade pa samma trédningsdata. Det finns en méngd nétverksarkitekturer som vore av
stort intresse att studera. Den begridnsande faktorn for samtliga av dessa jamforelser ar
dock traningstid och en 6kad datakraft skulle sdledes 6ppna upp for en mer ingaende
undersokning.

5.3.3 Monte Carlo-inlédrning

Inldrningsmetoden som anvénds i projektet 4r SARSA, med anledning av att den &r ef-
fektiv samt enkel att implementera. Natverket trdnas enbart pa att kancellera fel med sa

!Deepmind &r ett artificiell intelligens-bolag som &gs av Google.
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f& handlingar som méjligt och det forsoker darfor inte aktivt aterfora systemet till sitt
ursprungliga grundtillstand. Vid en lag felkoncentration aterfor algoritmen oftast syste-
met till ratt grundtillstand dnda, men nér felkoncentrationen ékar misslyckas algoritmen
allt oftare med detta. Genom att tréna nétverket till att dven ta hénsyn till grundtill-
standets bevarande kan mdjligen en algoritm konstrueras vars precision ¢vertraffar den
hos exempelvis MWPM-algoritmen.

Det gjordes forsok att konstruera denna typ av algoritm med hjéalp av Monte Carlo-
tréaning. Inom tidsramarna for projektet var det inte mojligt att slutfora en fungerande
implementation av denna inldrningsmetod, vilket dock hade varit intressant att fortsatt un-
dersdka. Som beskrivet i avsnitt bygger Monte Carlo-inldrning pa att nitverket upp-
dateras utifran den totala avkastningen i slutet av en sekvens. For att avgbra om algorit-
men fort tillbaka systemet till ratt grundtillstand kan en jimforelse mellan spinnrepresen-
tationen av det felkorrigerade tillstandet och det ursprungliga grundtillstandet géras. Om
tillstandet &ar ratt ges en positiv beléning, annars ar beloningen negativ. Forhoppningen
ar saledes att natverket lar sig vilka typer av sekvenser som har en hog sannolikhet att
fora tillbaka systemet till ratt grundtillstand.

For att trdningsmetoden ska vara sa effektiv som mojligt dr det nédvéindigt att forst
trana natverket med SARSA-metoden eller liknande. Detta for att Monte Carlo-inldrning
endast uppdaterar nitverkets vikter och biaser efter en hel sekvens, det vill sdga nér alla fel
kancellerats. En implementation av enbart Monte Carlo-inldrning skulle darfér ta mycket
lang tid att trana. Aven om ett nitverk sedan tidigare ar trinat med SARSA kan det dock
bli problem att Gverga till Monte Carlo-inldrning. Anledningen ar att hela sekvensen av
handlingar far en negativ avkastning om fel grundtillstand i slutet erhélls. Detta inkluderar
daven de sista handingarna som enbart kancellerar fel som redan angriansar till varandra.
Det ar darfor sannolikt att nétverket skulle glomma bort hur det kancellerar fel efter ett
visst antal traningsiterationer. En mojlig 16sning vore darfér att kombinera SARSA och
Monte Carlo-inlarning samtidigt. Det &r ofta de tidiga handlingarna i en sekvens som avgor
om rétt grundtillstand kommer att erhallas och man vill darfor att Monte Carlo-inlarningen
ska ha storst effekt pa dessa handlingar. For att tillskriva de tidiga handlingarna storst
vikt kan en idé vara att lata diskonteringen av bel6ningen ske i motsatt riktning.

En kombination av de tva traningsmetoderna skulle kunna implementeras genom att
niatverket uppdateras efter varje steg, enligt SARSA. Efter fullféljd sekvens skulle sedan
ytterligare uppdatering ske ske av Q-vérdet for varje handling med méalet Ry + Ry +
max, Q(s2, a) for forsta handlingen, malet v Ry + Re +max, Q(s3,a) for andra handlingen,
och sa vidare, diar R; ar den erhéllna beléningen efter handlingen i tidssteg ¢, och Ry &r
den sista erhallna beléningen i sekvensen.



§

Slutsats

I detta projekt har olika typer av artificiella neurala natverk tillampats for att genomfora
felkorrektion av uppkomna kvantmekaniska fel i toric code-modellen. Resultaten fran pro-
jektet indikerar att det finns potential att anvinda neurala nétverk inom kvantmekanisk
felkorrektion. De bésta resultaten erhalls for ett konvolutionellt ndtverk som trédnats pa en
toric code av storlek 7x 7 med 4 slumpmassigt flippade spinn. Da 5 % av spinnen ar flippade
lyckas natverket aterfora systemet till ratt grundtillstand i 94 % av fallen, vilket &r margi-
nellt simre &n MWPM-algoritmen som lyckas uppna samma precision med 6 % av spinnen
flippade. De Q-védrden som approximeras av nitverket uppvisar vissa icke-idealiteter for
vilka felforflyttningar som algoritmen anser vara bést. Detta tyder pa att tréningen av
algoritmen inte, pa ett helt korrekt sétt, lyckas framfora dynamiken i problemet. Méjligen
ar detta anledningen till att ndtverken presterar nagot samre &n MWPM-algoritmen. For
att fortsatt utveckla algoritmen &r det darfor intressant att i framtiden undersdka hur
olika nétverksarkitekturer samt andra typer av beteendestyrt larande, exempelvis Monte
Carlo-inldrning, kan paverka prestandan.
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A

En mer detaljerad beskrivning av
neurala nitverk

I foljande avsnitt presenteras en mer rigorés beskrivning av kostnadsfunktioner, gradien-
toptimering och bakatpropagering.

A.1 Kostnadsfunktion

For att beskriva hur val ett artificiellt neuralt natverk uppfyller funktionen som det tréanats
for infors begreppet kostnadsfunktion. En kostnadsfunktion beskriver skillnaden mellan det
onskade resultatet och det resultat som erhalls fran det neurala nétverket [2I]. Det finns
manga mojliga siatt att definiera kostnadsfunktionen, varav en av de mest grundlidggande
funktionerna ar det genomsnittliga kvadratiska felet,

Cw,b) = 5 3 Iy(e) ~ verpectea() I (A1)

dédr n motsvarar antalet trdningsdata, y(z) dr den output som nétverket ger for
traningsdata « och Yegpectea(®) dr nitverkets 6nskade output for traningsdata = [21]. En
férdel med denna definition ar att en intuitiv bild av kostnadsfunktionens syfte framgar.
En annan vanlig kostnadsfunktion éar korsentropifunktionen [2I] som definieras enligt

C(w,b) = _% Z[Z/(x) I Yerpected () + (1 — y(2)) In (1 = Yewpectea(T))]- (A.2)

Denna funktion har numeriska fordelar jamfort med det genomsnittliga kvadratiska felet
och dr darfér mer anviandbar i vissa situationer, speciellt vid klassificeringsproblem [21].

A.2 Gradientoptimering

Inférandet av kostnadsfunktionen ger ett matt pa hur bra det neurala nitverket presterar
under traning. Om kostnadsfunktionen ger ut laga virden ar prestandan hog, vilket gor det
naturligt att lata malet med tréningen vara att minimera kostnadsfunktionen C' [2I]. En
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effektiv metod for att minimera funktionen &r gradientnedstigning (eng. gradient descent)
[21]. Enligt denna metod uppdateras vikter och biaser enligt

oC
Wyppdaterad = Wgammal — naiwk (AS)
respektive
oC
buppdaterad = bgammal - 7787617 (A4)

déar i dr en parameter som brukar kallas fér inldrningshastighet som gor det mojligt att
kontrollera hastigheten for vilken vikter och biaser uppdateras. Indexen k och [ innebér
att derivatan ska berdknas med avseende pa varje vikt och varje bias i ndtverket. Enligt
denna definition dndras vikter och biaser mest i de riktningar som fordndrar kostnads-
funktionen mest [21]. Nya vérden pa vikterna och biaserna kan pa detta sétt itereras fram
tills ndtverket presterar pa efterstravad niva, det vill sdga nir kostnadsfunktionen nar ett
lokalt minimum. Fér att denna trianing ska vara effektiv maste derivatorna i ekvation
och berdknas pa ett kostnadseffektivt séatt. Algoritmen som anvénds for att berdkna
derivatorna kallas for bakatpropagering.

A.3 Bakatpropagering

Tekniken som anvénds for att effektivt berikna derivatorna i gradientoptimering kallas
bakatpropagering (eng. backpropagation) och ekvationerna varpa bakéatpropageringen byg-

ger ar [21]
§F=v,C 0o (2F) (A.5)
5t = (WHT§HY @ o (1)
gbi =6} (A7)
00 _ j-1g1, (A.8)

I ekvation beriknas felet i utsignalslagret, ¢, som den elementvisa produk-
ten av gradienten av kostnadsfunktionen med avseende pa varje neuron i utsignalslagret,
V,.C, och derivatan av varje neurons aktiveringsfunktion i utsignalslagret, o/(z1). Felet i
utsignalslagret propageras sedan bakat till lagret innan genom att multiplicera det med
vikterna mellan de tva lagren och sedan ta den elementvisa produkten med derivatan av
aktiveringsfunktionen for det bakre lagret, enligt ekvation . Pa samma sitt propa-
geras felet i varje lager bakat till lagret innan tills inputlagret nas. Nér felet i varje lager
ar kdnt kan derivatan av kostnadsfunktionen med avseende pa biaserna i lager [ fas di-
rekt enligt ekvation . Derivatan av kostnadsfunktionen med avseende pa vikterna fas
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genom att multiplicera felet i lager | med alla aktiveringar fran det tidigare lagret, aﬁc_l

enligt ekvation (|A.8)).



B

Inspirationsprogram for
beteendestyrt larande

Algoritmen som implementerades for kvantmekanisk felkorrektion tar inspiration fran ett
existerande maskininldrningsprogram, vars grafiska granssnitt visas i figur [B.I] Program-
mets uppgift ar att flytta den réda fyrkanten till den gula cirkeln, utan att ga 6ver de

svarta rutorna.

_
&

Figur B.1: Det grafiska grinssnittet for programmet som modifierades. Den réoda fyrkanten
uppe till vinster har i uppgift att ta sig till den gula cirkeln, samtidigt som den ska undvika

de svarta rutorna.

Programmet initieras alltid pa det sidtt som visas i Figur och den réda fyrkanten
(agenten) ar det enda rorliga objektet. Agenten har fyra tillatna operationer: upp, ner,
véanster och héger och kan inte passera rutnétets rand. Vidare far agenten en beléning da
den lyckas ta sig till den gula cirkeln och en bestraffning d& den hamnar pa nagon av de
svarta rutorna. Tillstdndet &r agentens koordinater, vilket &r tillrdckligt d& den omgivande
miljon aldrig fordndras. Kéllkoden till programmet kan hittas pa féljande webbadress:
https://github.com/MorvanZhou/Reinforcement-learning-with-tensorflow.
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C

Beteendestyrt larande med
Q-vardestabell

Som utgangspunkt for implementeringen av beteendestyrt ldrande anvindes en
fardigstalld, offentlig kod som inspiration. Programmet skapade en labyrint pa ett rutnéit
med tva utplacerade objekt. Det ena objektet kunde flyttas och hade i uppgift att lara sig
hitta den kortaste végen till det andra objektet. Objektet hade mojlighet att forflytta sig
upp, ner, hoger eller véinster beroende pa vilken handling som ansags bést, se appendix [B]
for en djupare forklaring.

Programmet anvinde sig av beteendestyrt ldrande dir Q-virden fran tidigare
patriffade tillstand sparades i en tabell pa féljande form

Q(s1,a1) Q(s1,a2) Q(s1,a3) Q(s1,a4)
Qtabenl = : : : : . (C.1)
Q(Smal) Q(Sn,ag) Q(Sn7a3) Q(Sn7a4)

Det objekt som roérde sig i labyrinten kunde ses som ett fel i toric code-modellen. Ett
forsta steg var darfor att modifiera koden pa ett sidant sétt att den tog bort labyrinten och
initierade n objekt (motsvarande fel i toric code-modellen) pa slumpmaéssiga koordinater.
Med denna modifikation kunde ett tillstand definieras som

xl £2 “ e :’Ck‘ e xn_l xn

s = ,
Yy Y2 - Yg o Yn—1 Yn

(C.2)
dér (xg,yx) anger koordinaterna for fel k i tillstandet. Felen skulle sedan paras ihop och
kancellera varandra tills alla fel var borta, vartefter ett nytt starttillstind med nya fel
skapades. Programmet fortsatte sedan iterativt pa samma séitt for att ldra sig hur felen
kunde paras ihop pd minst antal steg. Givet ett tillstand som input anvénde agenten en
e-greedy policy for att bestimma den bésta handlingen. Uppdateringen av tabellen skedde
enligt SARSA-metoden, se avsnitt Bel6ningarna definierades som

(C.3)

{10, om tva objekt fors samman,
T =

—1, da objektet ror sig.
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Anvindandet av Q-vérdestabell kunde bli problematiskt nér storleken pa till-
standsrummet Okar. For att hantera ett storre tillstdndsrum och for att minska algo-
ritmens tidskomplexitet fanns ett behov av att implementera ett neuralt ndtverk istéllet
for Q-virdestabellen.



D

Representationer av natverkets
input

Informationen som algoritmen baserar sina handlingar pa kommer fran till-
standsrepresentationen, som i detta projekt ser ut enligt figur For att erhalla optimalt
beteende av det neurala nitverket kan det dock vara motiverat att representera natverkets
input pa ett annat sitt. For att illustrera varfér betraktar vi figur Genom att utnyttja
gittrets periodicitet kan felen elimineras med tva operationer (ljus vig).

X
v
A
|

Figur D.1: Ett tillstand som felkorrigeras med minst antal steg genom att flytta ett fel langs
den ljusa vdgen.

Det ar dock problematiskt att applicera ett konvolutionellt ndtverk vars input ser ut
som i figur Det konvolutionella nédtverket letar efter lokala korrelationer, men fel pa
varsin sida av matrisen kommer inte ses som lokalt néarliggande, trots att de egentligen
ar ndra varandra. Om nétverket skulle tranats med figur som input dr det darfor
sannolikt att nétverket skulle para ihop felen pa det icke-optimala sittet (mork vig). En
potentiell 16sning pa problemet skulle vara att klona nagra av de 6versta raderna och
placera underst (samt gora ekvivalent fér de andra kanterna). Figur illustrerar hur
denna kloning skulle ga till.
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X

N |
Figur D.2: En alternativ representation av tillstandet i figur . Genom att klona rader
fran gittrets ena kant och placera dem pd andra sidan av gittret kan periodiciteten modelle-
ras. Den tjocka linjen representerar gittrets ursprungliga rand. Plaketterna utanfér denna
linje dr de klonade plaketterna. Notera att plaketterna i hérnen av det ursprungliga gittret

blir klonade till tva platser. Figuren illustrerar endast hur kloningen for den éversta raden
gar till.

Representationen som visas i figur anviands som input till ndtverket. Natverkets
input modifieras pa sa sitt att det fel som betraktas blir centrerat i matrisen (genom att
utnyttja gittrets periodicitet). Natverket utvérderar sedan forvintad beléning som funk-
tion av vilken riktning det centrerade felet flyttas. Denna centrering utfors for alla fel
och algoritmen véljer den av alla handlingar som ger hogst Q-viarde. Med andra ord de-
las tillstandsrepresentationen upp i lika manga representationer som det finns fel. Detta
innebér att ndtverket kan anvédndas oberoende av hur ménga fel som finns i matrisen.
En ytterligare fordel representationen nedan fér med sig ar att tillstdndsrummet minskas
utan att nitverket tappar nagon information. Detta &r for att tva forskjutna, men annars
ekvivalenta tillstand blir ekvivalenta under centreringsprocessen. Den forminskade storle-
ken av tillstdndsrummet borde minska inldrningstiden for ndtverket. Nackdelen med den
centrerade representationen &dr att den forutsétter att tillstandet har udda sidlangd.

A
|

%( I

X
v

Figur D.3: Twa alternativa representationer av tillstandet i figur . Gittret har, med
hjalp av sin periodicitet, forskjutits sa att ett fel hammnar i mitten av gittret. Det bildas
pd sa sdtt lika manga representationer som det finns fel i gittret. Med hjdlp av denna
representation kommer det kortaste avstandet fran det centrerade felet till ett godtyckligt
fel i gittret aldrig ga genom gittrets rand.
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Natverksstrukturer

Detta avsnitt presenterar strukturerna hos de nédtverk som anvédndes i projektet.
Forkortningen FKL betecknar ett fullt kopplat lager och KL betecknar ett konvolutio-
nellt lager. Vid implementering av felkorrektionen sa anvédndes ocksa dropout, DO. Nedan
beskrivs nétverket for den kvantmekaniska felkorrektionen.

E.1 Natverk for kvantmekanisk felkorrektion

Storleken hos de nétverk som anvénds for implementering av kvantmekanisk felkorrektion
beror pa inputstorleken L x L. De fyra storlekarna som anvéndes under simuleringen var
5, 7, 9 och 11. Den ena néatverkstypen é&r fullt kopplad och den andra &r konvolutionell,
se tabell respektive Randomisering vid DO innebér att en procentuell méangd av
signalerna sétts till noll. Den kostnadsfunktion som anvénds dr genomsnittliga kvadratiska
felet.

Tabell E.1: Det fullt kopplade nétverkets struktur for kvantmekanisk felkorrektion.

FKL Avbildningen dr L x L — L? x L? och aktiveringsfunktionen ér Relu.
DO Randomiseringen ér 20 %.

FKL Avbildningen dr L? x L? — L x L och aktiveringsfunktionen &r Relu.
DO Randomiseringen éar 20 %.

FKL Avbildingen ar L x L — 4, ingen aktiveringsfunktion anvinds.

ix
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Tabell E.2: Det konvolutionella natverkets struktur for kvantmekanisk felkorrektion.

KL

DO
FKL

DO
FKL

Avbildningen &r L x L — L —2 x L — 2 x L?, med L? stycken 3 x 3-filter
som stegar enligt 1 x 1 och aktiveringsfunktionen &r Relu.
Randomiseringen dr 20 %.

Avbildningen ér L —2x L—2x L? — L x L x L och aktiveringsfunktionen
ar Relu.

Randomiseringen éar 20 %.

Avbildingen &r L x L x L — 4, ingen aktiveringsfunktion anvénds.
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