Losningsskiss till tentamen i Mekanik F del B
13 januari 1998

1. Systemet har 2 frihetsgrader (6 och ¢). Introducera hjilpkoordinaterna z
och y enligt figur (rullning utan glidning = x = R#).

Vi far lagevektorerna

Tring = b + R?) == R(ef + ?j)
Tkloss = R(O +sin )& + R(1 — cos p)§

_ { Fring = RO

Frioss = R(6 + ¢ cos )i + Ry sin

Kinetisk energi:
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= MR%? + 5171]{2(02 + 20 cos  + %)
Potentiell energi:

V =MgR +mgR(1 —cosy) =Vy —mgRcosy

Lagrangefunktion:
. 1 . .
L=K-V =MR?6+ imR2(02 + 20 cos ¢ + ¢?) + mgRcos o — Vp

Genom att sitta in detta i Lagranges ekvationer,
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far vi nu rorelseekvationerna
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écoscp+¢+%sin<p:0 (2)

(2 sin — $ cos ) = 0 (1)

Linearisera nu rérelseekvationerna ovan f6r sma svingningar kring det stabila
jamviktslidget # = ¢ = 0. De blir da
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Notera att ekvation (3) endast tillater att ¢ och # har motsatta tecken, d v s
att massorna ror sig at motsatta hall, vilket bara ger en egenfrekvens. Egen-
frekvensen hos den harmoniska svingningsrorelsen fas t.ex. genom att ansatsen
o(t) = Ae™™? insiittes i ekvation (3) resp. (4), vilket ger den karakteristiska

ekvationen
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Kontroll: M — 0o = w — 4/g/R. Detta motsvarar en matematisk pendel med
pendellingden R, vilket vi bor férvinta oss!

som ger egenfrekvensen

2. Rotationssymmetrisk planet utférandes reguljar precessionsrorelse (i franvaro

av yttre krafter):
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Spinnhastighet v, precessionshastighet w, samt vinkeln mellan spinn- och
precessionsaxlarna 0 dr givna (konstanta). Fran impulsmomentlagen far vi

d]_:l =y
=T

T =0= L = Ly = konstant, (5)

diar Z dr en rumsfix axel. Vi kan ocksa skriva rorelsemidngdsmomentet kring
m.c. som o . .
L =18 = lewe€ + Lywyn + Tewe(

eftersom det for en rotationssymmetrisk kropp géller for deviationsmomenten
att Ie, = In¢ = Ic¢ = 0. Utnyttjar vi ocksa att planeten ar rotationssymmetrisk
kring (-axeln, sd &r - och n-axlarna ekvivalenta, och vi kan stta Iy = I,, = I;.
Da kan vi skriva
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L2110_5+(Ic—11)wCC. (6)
Fran ekvation (5) och (6) far vi

1 S N
O=—2+4+(1- —C)wCC = wpz + ¢,
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dér wp, = Lo/I; och v = (1 — I /I1)w¢. Vi kan nu hérleda ett samband mellan
v, wp och § genom att utnyttja att
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Fran detta far vi slutligen sambandet
v= wp(% — 1) cosf

Om vi definierar

I
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sa ser man att I ir ett matt pa avvikelsen fran sfirisk symmetri (eftersom I; =
I for en sfariskt symmetrisk kropp). Vidare bestdmmer tecknet pa I' om plan-
eten ar prolat eller oblat.

Om kroppen €j ar rotationssymmetrisk kring en axel s& kommer deviation-
smomenten att vara nollskilda, vilket har till f6ljd att precession kring en fix
axel ej kan uppréatthallas utan inverkan av yttre moment...

3. Jorden roterar kring Z-axeln med vinkelhastigheten €. Infor det roterande
koordinatsystemet (£,7,(), som foljer med i jordens rotation, med axelrikt-
ningar enligt figur (€ séderut, 7 dsterut, ¢ uppat (definierad av den effektiva
gravitationskraften)).
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Om massan har hastigheten v, = .fé + 701 1 (&, n,()-systemet, sa blir cori-
oliskraften i samma system

Feor = —Macoy = —2m X vy = —2mQ(E2 X € + 02 X 1)

Eftersom bidraget fran centrifugalkraften till den effektiva gravitationskraften
ar litet, kan vi skriva

2 2 c0s(90° — A\)¢ — sin(90° — )€ = sin A — cos AE
= Feor = —2mSEsin Aij — 1 sin A — 77 cos AC)

Vi gar nu over till poldra koordinater (r, ¢) genom variabelbytet

{ E=rcoso { £=rcosp— dsing
n=rsing | f=rsing+ dcoso

och corioliskraften kan i dessa koordinater skrivas som
Feor = 2mQsin A(ré# — i¢) +  — termer).

Rorelseekvationerna i poldra koordinater blir darfor

i om(F—rd?)  =2mQsin \rd — k(r — a) (7)
b m@rd+2id) = —2mQsin A7 (8)



Observera att ekvation (8) kan skrivas om m h a féljande identiteter
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27 = — —(r?
e +2i¢ =~ (r°9)
%(13) = 277,
vilket ger

d 2 : -
a(mr (¢ + Qsin ) =0.

Denna ekvation beskriver konservering av rérelsemidngdsmomentet kring (-axeln,
ty

Brot = Q2 + ¢
och darmed . . )
Le=L-(=mr’Go - ¢ = mr*(Qsin A + ¢).

Vi kan skrivaom den radiella rorelseekvationen i termer av en effektiv kraft
enligt

mi = mré? + 2mréQsin X — k(r — a)
= mr(q.ﬁ + Qsin \)? — mrQ?sin? A — k(r — a)
L
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= —5- (mQ7sin” A + k)r + ka (9)

Vi ser att ¢ = konstant ar en 16sning till ekvation (8)) endast da
¢ = —Qsin )\,

vilket ger oss tiden f6r massan att fullborda ett varv

2 2T 24 timmar
_|¢§|_Qsin)\_ sin A '

Vi ser ocksd att ¢ = —Qsin A = L¢ = 0, vilket tillsammans med ekv. (9) ger
en harmonisk oscillatorekvation
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darvy =4/ % + 02 sin? X dr vinkelfrekvensen for den radiella sviingningsrorelsen.

I franvaro av corioliskrafter, s& ir ¢ = 0 = ¢ = konstant och fjidern svanger
med sin naturliga frekvens fram och tillbaka kring sitt jamviktslige.

1jmfr Foucaults pendel



4. I rumtidsdiagrammet nedan, utgdende fran jordens (approximativa) iner-
tialsystem (oprimade storheter), dr den ténkta resan illustrerad. Det primade
(’) systemet dr Jodies vilosystem pa utresan, medan det dubbelprimade (”)
systemet ar Jodies vilosystem pa aterresan.
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Foljande hidndelser dr markerade i diagrammet:
e A - Jodie startar resan fran jorden

e B - Jodie vinder vid planeten i Vega

e C - Jodie dr ater pa jorden

Jodie upplevde att hela resan tog 18 timmar, d.v.s. Atz + At = 18
timmar. Fran jorden upplevde man att resan tog ca 1/10 s, d.v.s. Atac = 0.1
s. Ett sitt att overtyga sig om att denna tidsdilatation inte &r mgjlig inom
ramen for speciell relativitetsteori 4r m.h.a. Lorentztransformationerna

Atap =v(v)(Athy g +vAZ) /) = 7(v)At) g,

eftersom Jodie dr ndrvarande vid bade A och B, och ddrmed dr Az'y,z = 0.
P.s.s. fds vid aterresan att

Atpe = 7(0)(Athe +vAzhe/c?) = (v)Athe.



Jodie méter alltsa tiden

At'yg + At = ﬁ(AtAB + Atpe) < Atac
Alltsd maste Jodie uppleva att hon fardas under en kortare tid 4n vad man
miter pa jorden, vilket innebédr att den i uppgiften angivna tidsdilatationen
inte kan vara mojlig.
Dessutom dr det faktum att resan skulle ta 0.1 s sett fran jorden omojligt (i
vart platta minkowskirum) eftersom avstandet d = 26 ljusar i sadana fall skulle
krava att v >> c.



