
L�osningsskiss till tentamen i Mekanik F del B
13 januari 1998

1. Systemet har 2 frihetsgrader (� och '). Introducera hj�alpkoordinaterna x
och y enligt �gur (rullning utan glidning ) x = R�).

Vi f�ar l�agevektorerna

�
rring = xx̂+Rŷ = R(�x̂ + ŷ)
rkloss = R(� + sin')x̂ +R(1� cos')ŷ

)

�
_rring = R _�x̂

_rkloss = R( _� + _' cos')x̂+R _' sin'ŷ

Kinetisk energi:

K =
1

2
M _r2ring +

1

2
�Iring _�

2 +
1

2
m _r2kloss

= MR2 _�2 +
1

2
mR2( _�2 + 2 _� _' cos'+ _'2)

Potentiell energi:

V =MgR+mgR(1� cos') = V0 �mgR cos'

Lagrangefunktion:

L = K � V =MR2 _�2 +
1

2
mR2( _�2 + 2 _� _' cos'+ _'2) +mgR cos'� V0

Genom att s�atta in detta i Lagranges ekvationer,

d

dt

@L

@ _qi
�

@L

@qi
= 0; qi = �; '

1



f�ar vi nu r�orelseekvationerna

�� �
1

1 + 2M=m
( _'2 sin'� �' cos') = 0 (1)

�� cos'+ �'+
g

R
sin' = 0 (2)

Linearisera nu r�orelseekvationerna ovan f�or sm�a sv�angningar kring det stabila
j�amviktsl�aget � = ' = 0. De blir d�a

�� �
1

1 + 2M=m
�' � 0 (3)

�� � �'�
g

R
' � 0 (4)

Notera att ekvation (3) endast till�ater att ' och � har motsatta tecken, d v s
att massorna r�or sig �at motsatta h�all, vilket bara ger en egenfrekvens. Egen-
frekvensen hos den harmoniska sv�angningsr�orelsen f�as t.ex. genom att ansatsen
'(t) = Ae�i!t ins�attes i ekvation (3) resp. (4), vilket ger den karakteristiska
ekvationen

!2 �
g(1 +m=2M)

R
= 0

som ger egenfrekvensen

! =

r
g(1 +m=2M)

R
:

Kontroll: M !1) ! !
p
g=R. Detta motsvarar en matematisk pendel med

pendell�angden R, vilket vi b�or f�orv�anta oss!

2. Rotationssymmetrisk planet utf�orandes regulj�ar precessionsr�orelse (i fr�anvaro
av yttre krafter):
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Spinnhastighet �, precessionshastighet !p samt vinkeln mellan spinn- och
precessionsaxlarna � �ar givna (konstanta). Fr�an impulsmomentlagen f�ar vi

d�L

dt
= �~�

y
= 0) �L = L0ẑ = konstant; (5)

d�ar ẑ �ar en rums�x axel. Vi kan ocks�a skriva r�orelsem�angdsmomentet kring
m.c. som

�L = �I~! = I�!� �̂ + I�!��̂ + I�!� �̂

eftersom det f�or en rotationssymmetrisk kropp g�aller f�or deviationsmomenten
att I�� = I�� = I�� = 0. Utnyttjar vi ocks�a att planeten �ar rotationssymmetrisk
kring �-axeln, s�a �ar �- och �-axlarna ekvivalenta, och vi kan s�atta I� = I� � I1.
D�a kan vi skriva

�L = I1~! + (I� � I1)!� �̂: (6)

Fr�an ekvation (5) och (6) f�ar vi

~! =
L0

I1
ẑ + (1�

I�

I1
)!� �̂ = !pẑ + ��̂;

d�ar !p = L0=I1 och � = (1� I�=I1)!� . Vi kan nu h�arleda ett samband mellan
�, !p och � genom att utnyttja att

cos � = ẑ � �̂ =
�L

L0

� �̂ =
I�!�

L0

=
I��

I1!p(1� I�=I1)
:

Fr�an detta f�ar vi slutligen sambandet

� = !p(
I1
I�
� 1) cos �

Om vi de�nierar

� �
I1

I�
� 1

s�a ser man att � �ar ett m�att p�a avvikelsen fr�an sf�arisk symmetri (eftersom I1 =
I� f�or en sf�ariskt symmetrisk kropp). Vidare best�ammer tecknet p�a � om plan-
eten �ar prolat eller oblat.

Om kroppen ej �ar rotationssymmetrisk kring en axel s�a kommer deviation-
smomenten att vara nollskilda, vilket har till f�oljd att precession kring en �x
axel ej kan uppr�atth�allas utan inverkan av yttre moment...

3. Jorden roterar kring ẑ-axeln med vinkelhastigheten 
. Inf�or det roterande
koordinatsystemet (�; �; �), som f�oljer med i jordens rotation, med axelrikt-

ningar enligt �gur (�̂ s�oderut, �̂ �osterut, �̂ upp�at (de�nierad av den e�ektiva
gravitationskraften)).
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Om massan har hastigheten vrel = _��̂ + _��̂ i (�; �; �)-systemet, s�a blir cori-
oliskraften i samma system

Fcor = �macor = �2m
� vrel = �2m
( _�ẑ � �̂ + _�ẑ � �̂)

Eftersom bidraget fr�an centrifugalkraften till den e�ektiva gravitationskraften
�ar litet, kan vi skriva

ẑ � cos(90� � �)�̂ � sin(90� � �)�̂ = sin��̂ � cos��̂

) Fcor = �2m
( _� sin��̂ � _� sin��̂ � _� cos��̂)

Vi g�ar nu �over till pol�ara koordinater (r; �) genom variabelbytet

�
� = r cos�
� = r sin�

,

�
�̂ = r̂ cos�� �̂ sin�

�̂ = r̂ sin�+ �̂ cos�

och corioliskraften kan i dessa koordinater skrivas som

Fcor = 2m
 sin�(r _�r̂ � _r�̂) + �̂ � termer):

R�orelseekvationerna i pol�ara koordinater blir d�arf�or

r̂ : m(�r � r _�2) = 2m
 sin�r _� � k(r � a) (7)

�̂ : m(r �� + 2 _r _�) = �2m
 sin� _r (8)
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Observera att ekvation (8) kan skrivas om m h a f�oljande identiteter

r �� + 2 _r _� =
1

r

d

dt
(r2 _�)

d

dt
(r2) = 2 _rr;

vilket ger
d

dt
(mr2( _�+ 
sin�)) = 0:

Denna ekvation beskriver konservering av r�orelsem�angdsmomentet kring �̂-axeln,
ty

~!tot = 
ẑ + _��̂

och d�armed
L� = L � �̂ = mr2~!tot � �̂ = mr2(
 sin�+ _�):

Vi kan skriva om den radiella r�orelseekvationen i termer av en e�ektiv kraft
enligt

m�r = mr _�2 + 2mr _�
 sin�� k(r � a)

= mr( _� +
sin�)2 �mr
2 sin2 �� k(r � a)

=
L2
�

mr3
� (m
2 sin2 �+ k)r + ka (9)

Vi ser att _� = konstant �ar en l�osning till ekvation (8)) endast d�a

_� = �
 sin�;

vilket ger oss tiden f�or massan att fullborda ett varv

T =
2�

j _�j
=

2�


 sin�
=

24 timmar

sin�
1:

Vi ser ocks�a att _� = �
 sin� ) L� = 0, vilket tillsammans med ekv. (9) ger
en harmonisk oscillatorekvation

�r + 
2r =
k

m
a;

d�ar 
 �
q

k
m
+
2 sin2 � �ar vinkelfrekvensen f�or den radiella sv�angningsr�orelsen.

I fr�anvaro av corioliskrafter, s�a �ar _� = 0 ) � = konstant och fj�adern sv�anger
med sin naturliga frekvens fram och tillbaka kring sitt j�amviktsl�age.

1jmfr Foucaults pendel
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4. I rumtidsdiagrammet nedan, utg�aende fr�an jordens (approximativa) iner-
tialsystem (oprimade storheter), �ar den t�ankta resan illustrerad. Det primade
(') systemet �ar Jodies vilosystem p�a utresan, medan det dubbelprimade (")
systemet �ar Jodies vilosystem p�a �aterresan.

x’’

t’’
t

t’

x’

x
d=26 ljusarA

B

C

F�oljande h�andelser �ar markerade i diagrammet:

� A - Jodie startar resan fr�an jorden

� B - Jodie v�ander vid planeten i Vega

� C - Jodie �ar �ater p�a jorden

Jodie upplevde att hela resan tog 18 timmar, d.v.s. �t0AB + �t00BC = 18
timmar. Fr�an jorden upplevde man att resan tog ca 1/10 s, d.v.s. �tAC � 0:1
s. Ett s�att att �overtyga sig om att denna tidsdilatation inte �ar m�ojlig inom
ramen f�or speciell relativitetsteori �ar m.h.a. Lorentztransformationerna

�tAB = 
(v)(�t0AB + v�x0AB=c
2) = 
(v)�t0AB ;

eftersom Jodie �ar n�arvarande vid b�ade A och B, och d�armed �ar �x0AB = 0.
P.s.s. f�as vid �aterresan att

�tBC = 
(v)(�t00BC + v�x00BC=c
2) = 
(v)�t00BC :
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Jodie m�ater allts�a tiden

�t0AB +�t00BC =
1


(v)
(�tAB +�tBC) � �tAC

Allts�a m�aste Jodie uppleva att hon f�ardas under en kortare tid �an vad man
m�ater p�a jorden, vilket inneb�ar att den i uppgiften angivna tidsdilatationen
inte kan vara m�ojlig.
Dessutom �ar det faktum att resan skulle ta 0.1 s sett fr�an jorden om�ojligt (i
v�art platta minkowskirum) eftersom avst�andet d = 26 ljus�ar i s�adana fall skulle
kr�ava att v >> c.
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